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ii I´NDEX
Introduccio´
Una a`rea important dins la Teoria de Nombres e´s la que estudia les repre-
sentacions del grup de Galois absolut de Q, Gal(Q/Q). Les representacions
de dimensio´ 1 descriuen les extensions abelianes de Q i donen lloc a la Teo-
ria de Cossos de Classes; les representacions de dimensio´ 2 donen lloc a
una corresponde`ncia amb objectes anal´ıtics que s’estudien en la Teoria de
la Modularitat.
Sobre aquesta associacio´ han sorgit diverses conjectures com ara la con-
jectura d’Artin o la conjectura de Serre, que aporten noves idees per al
plantejament de l’estudi d’aquestes representacions.
Les representacions ρ : Gal(Q/Q)→ GL2(K) per un cos K qualsevol es
classifiquen segons la seva imatge per ρ, Im ρ, o Im ρ¯ sent ρ¯ la representacio´
projectiva corresponent a ρ. Els casos de me´s intere`s so´n els relacionats amb
els cossos algebraicament tancats K = C i K = Fp.
L’incide`ncia i aplicacions d’aquestes representacions a la teoria de nom-
bres i la possible continuacio´ del projecte en estudis de teoria de Galois e´s
un dels motius pels quals els directors del projecte van proposar establir una
classificacio´ completa dels subgrups finits del grup lineal GL2(C). Aquesta
classificacio´, tot i que sembla possible fer-la sense te`cniques sofisticades, no
e´s en absolut evident, i no es trobava disponible a la literatura.
La metodologia suggerida inicialment per a portar a terme el projecte va
ser partir de la classificacio´ ben coneguda dels subgrups finits de PGL2(C) i
estudiar i calcular totes les extensions centrals de cadascun d’aquests grups
amb nucli c´ıclic. A continuacio´ es procederia a la caracteritzacio´ d’aquestes
extensions que es poden realitzar com a subgrups de GL2.
Per tal de fer possible, sigui els ca`lculs de les extensions centrals, sigui la
seva caracteritzacio´, calia estudiar les extensions de grups en general, la seva
classificacio´ cohomolo`gica (per la qual es necessita estudiar cohomologia de
grups), i en particular el cas especial de les extensions centrals amb nucli
c´ıclic, que esta` relacionat amb la teoria de les representacions projectives
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de grups, el grup de multiplicadors de Schur i el teorema dels coeficients
universals.
Quan ja s’estava cap al final de la elaboracio´ del treball vam trobar un
article acabat de publicar per Nguyen, Van der Put i Top [9] en que es resol
el problema com a part, que e´s, de fet, la part que porta me´s feina, de la
classificacio´ dels subgrups algebraics de GL2(C).
En definitiva, la manera com es presenta la classificacio´ en aquesta
memo`ria sera` la d’aquest article (excepte el cas dels subgrups c´ıclics del pro-
jectiu, que hem resolt usant la teoria de representacions lineals de grups).
Tot i aixo`, al final de la memo`ria s’ofereix una explicacio´ de les te`cniques
d’extensions de grups apreses i dels me`todes que hav´ıem estudiat per a la
resolucio´ del problema.
En quant a l’estructuracio´ expositiva de l’estudi, aquesta es divideix en
dos parts o cap´ıtols:
en una primera part (cap´ıtol 1), exposarem una classificacio´ dels subgrups
finits de PGL2(C). Interpretarem primerament els elements de PGL2(C),
veurem la relacio´ d’aquest grup amb el grup de les rotacions de l’esfera S2, i
finalment analitzarem les rotacions dels pol´ıedres regulars, que ens descriu-
ran alguns dels grups finits de la nostra cerca.
Pel que fa a la segona part(cap´ıtol 2), donarem una classificacio´ completa
dels subgrups finits de GL2(C), tot indicant dues possibles estrate`gies per
a tal fi: la primera utilitza i defineix un concepte molt concret com e´s el de
grup minimal que projecta en un grup projectiu donat, que e´s la emprada
a l’article citat [9], i la segona estrate`gia es basara` en la teoria de les exten-
sions i en el ca`lcul d’alguns grups de cohomologia.
El treball acaba amb un breu resum dels passos seguits i els resultats
obtinguts.
Agra¨ıments: al Dr. Jordi Quer, i a la Dra. Anna Rio per la seva
il·limitada pacie`ncia i comprensio´.
Cap´ıtol 1
Classificacio´ dels subgrups
finits de PGL2(C)
En aquest primer cap´ıtol del projecte, com be´ indica el t´ıtol, donarem una
classificacio´ dels subgrups finits de PGL2(C). Amb aquesta finalitat, bus-
carem primer la manera adient d’interpretar els elements d’aquest grup, que
no sera` altra que considerar-los com a automorfismes de l’esfera de Rie-
mann C. En un segon pas, veurem que la classificacio´ que ens disposem a
fer e´s equivalent a la classificacio´ de les rotacions de R3 que deixen invariant
l’esfera S2 de centre l’origen de coordenades (les anomenarem directament
rotacions de S2). Un cop vist aixo`, farem refere`ncia als pol´ıedres regulars
(els cinc So`lids Plato`nics) doncs tots ells estan inscrits en una esfera i per
tant, tota rotacio´ que els deixi invariants, deixa tambe´ invariant S2. Fi-
nalment, trobarem els cinc grups formats per totes les rotacions que deixen
fixos cada un dels So`lids Plato`nics, i veurem que efectivament tot grup finit
de les rotacions de S2 e´s isomorf o be´ a un d’aquest grups, o be´ a un grup
diedral, o be´ a un grup c´ıclic.
1.1 Interpretacio´ de PGL2(C)
Abans de centrar-nos en la classificacio´ pro`piament, notem que els elements
del grup PGL2(C) = GL2(C)/(C∗ · Id) no so´n fa`cils de tractar si els pensem
com a matrius 2 × 2, identificant-les llevat d’homote`cies. Aix´ı doncs, hem
de trobar una manera per poder treballar me´s co`modament amb PGL2(C).
El primer que se’ns pot acudir e´s el segu¨ent:
considerem G = GL2(C), H = SL2(C) = {
 a b
c d
 ∈ G : ad − bc = 1}
i K = C∗ · Id. E´s evident que H e´s un subgrup normal de G per ser el
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nucli del morfisme det : GL2(C) → C∗; notem tambe´ que G = H ·K i que
K ∩H = {±Id}. Emprant ara el segon teorema d’isomorfia obtenim:
PGL2(C) = H ·K/K ∼= H/K ∩H = SL2(C)/±Id = PSL2(C).
D’aquesta manera, hem redu¨ıt la dificultat que ten´ıem considerant ara un
element de PGL2(C) com una matriu, m, de determinant 1 tenint com a
u´nica d’equivalent −m.
Tot i aix´ı, encara hi ha una manera millor d’interpretar el grup PGL2(C).
La projeccio´ estereogra`fica, bijeccio´ entre S2 \ {(0, 0, 1)} i R2 donada ex-
pl´ıcitament per l’aplicacio´
S2 \ {(0, 0, 1)} → R2
(x, y, z) 7→ ( x
1− z ,
y
1− z )
,
i la bijeccio´ usual entre R2 i C
R2 → C
(x, y) 7→ x+ iy
determinen una bijeccio´ entre S2 \ {(0, 0, 1)} i C. Associant un punt formal
que denotem ∞ al punt (0, 0, 1), obtenim una bijeccio´ entre tota l’esfera
S2 i C ∪ {∞} anomenada naturalment projeccio´ estereogra`fica i donada
expl´ıcitament per
pi : S2 → C¯
(x, y, z) 7→

x
1− z + i
y
1− z (x, y, z) 6= (0, 0, 1)
∞ (x, y, z) = (0, 0, 1)
on C¯ = C ∪ {∞} s’anomena esfera de Riemann.
A nivell topolo`gic, dotarem a C¯ de la topologia indu¨ıda de S2 (que e´s alhora
la topologia indu¨ıda de R3) via aquesta darrera aplicacio´, la inversa de la
qual e´s:
pi−1 : C¯ → S2
z = x+ iy 7→
 (
2x
x2 + y2 + 1
,
2y
x2 + y2 + 1
,
x2 + y2 − 1
x2 + y2 + 1
) z 6=∞
(0, 0, 1) z =∞
que naturalment, envia oberts de C¯ a oberts S2, i e´s doncs cont´ınua. Obten-
im aix´ı l’isomorfisme que emprarem me´s endavant
C¯ ∼= S2.
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D’altra banda, estenem el domini a C definint f(z) anal´ıtica (resp. mero-
morfa) en el punt z = ∞ si g(z) = f(1/z) e´s anal´ıtica (resp. meromorfa)
en z = 0. Si z0 ∈ C e´s un pol de f , llavors f(a) = ∞ i tenim el punt de
l’infinit inclo`s tambe´ a la imatge. Aix´ı, direm que una funcio´ f : C → C e´s
meromorfa si ho e´s en tot punt z ∈ C.
Remarca: Les funcions meromorfes de C formen un cos ja que si f, g so´n
meromorfes en C, llavors e´s immediat veure que f ± g, fg i f/g (si g 6= 0)
tambe´ ho so´n.
Ara be´, un automorfisme de l’esfera de Riemann e´s una funcio´ meromorfa
bijectiva de C, i les funcions meromorfes formen el cos de quocients de l’anell
ı´ntegre de les funcions holomorfes. Donat que una tal funcio´ racional e´s
bijectiva si, i nome´s si, e´s un quocient de polinomis de grau 1, tenim el
segu¨ent resultat:
Teorema 1.1.1 Els automorfismes de C so´n les funcions de la forma:
f(z) =
az + b
cz + d
per z ∈ C amb ad− bc 6= 0 per tal que f no sigui constant.
Remarca: Si c = 0, f(z) =
az
d
+
b
d
i la condicio´ de no ser constant e´s ad 6= 0;
si c 6= 0, podem escriure f de la forma f(z) = a
c
+
bc− ad
c
(
1
cz + d
), i la
condicio´ de no ser constant e´s per tant ad− bc 6= 0.
Prova: Veure [?].
D’aquesta manera, podem associar a un automorfisme de C, f , la ma-
triu m =
 a b
c d
 a coeficients en C i determinant diferent de zero. Ara
be´, notem que per a qualsevol λ ∈ C∗, λm tambe´ e´s una matriu que rep-
resenta f doncs
λaz + λb
λcz + λd
=
az + b
cz + d
= f(z), i per tant, la matriu associada
a un automorfisme queda determinada llevat d’homote`cies. Aix´ı doncs, a
tot automorfisme de C, f , li correspon un element de PGL2(C), i vice-versa.
Vegem ara que, de fet, aquesta aplicacio´ bijectiva que acabem d’establir,
Aut(C) → PGL2(C)
f 7→
 a b
c d

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e´s un morfisme. Efectivament, ∀z ∈ C, tenim
(f ′ ◦ f)(z) = a
′(az+bcz+d) + b
′
c′(az+bcz+d) + d
′ =
a′az + a′b+ b′cz + b′d
c′az + c′b+ d′cz + d′d
=
(a′a+ b′c)z + a′b+ b′d
(c′a+ d′c)z + c′b+ d′d
i una matriu associada e´s doncs a′a+ b′c a′b+ b′d
c′a+ d′c c′b+ d′d
 =
 a′ b′
c′ d′
 ·
 a b
c d
,
a me´s, f(z) = z te´ a
 1 0
0 1
 = Id com a representant de la classe de
matrius associades, i amb aixo` ja tenim provat l’isomorfisme:
PGL2(C) ∼= Aut(C)
Un cop dit aixo`, donem una definicio´ i un resultat clau que ens facilitara`
la recerca que estem disposats a fer:
Definicio´ 1.1.1 Una rotacio´ de C, f , e´s una aplicacio´ de l’esfera de Rie-
mann C en ella mateixa que queda determinada per una rotacio´ de S2, r, via
l’aplicacio´ pi donada de forma expl´ıcita anteriorment, e´s a dir, de manera
que el segu¨ent diagrama commuta:
S2
r //
pi

S2
pi

C
f // C
D’aquesta definicio´ i del fet que pi e´s un isomorfisme, dedu¨ım que
Rot(C) ∼= Rot(S2).
Les rotacions ens interessen especialment perque` els seus subgrups descriuen
els subgrups finits de PGL2(C) que estem buscant, tal i com indica el segu¨ent
resultat.
Teorema 1.1.2 Tot grup finit d’automorfismes de C e´s conjugat a un grup
finit de rotacions de C.
Aix´ı doncs, si trobem tots els subgrups finits de Rot(C), o equiva-
lentment, els de Rot(S2) ja tindrem tots els subgrups finits de Aut(C) ∼=
PGL2(C) per conjugacio´. Per tant, hem de buscar els subgrups finits de
Rot(S2). Abans pero`, fem la demostracio´ d’aquest teorema, per a la qual
recordarem una definicio´ ba`sica i necessitarem tres resultats previs.
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Definicio´ 1.1.2
U2(C) = {u ∈ GL2(C) : ut · u = Id}
= {u ∈ GL2(C) :< ux, uy >=< x, y >,∀x, y ∈ C2}
on < x, y >=
∑
i=1,2
xi · yi, e´s el grup unitari,
SU2(C) = {u ∈ U2(C) : detu = 1} = {
 a b
−b a
 : |a|2 + |b|2 = 1}, e´s el
grup unitari especial, i PSU2(C) = SU2(C)/±Id e´s el grup unitari especial
projectiu.
Proposicio´ 1.1.1 Com a subgrup de PSL2(C),
Rot(C) = PSU2(C)
Prova: Considerant C com S2 via la projeccio´ estereogra`fica, tenim que dos
punts antipodals p i −p (diferents dels pols) s’identifiquen a C \ {0} amb els
punts z i z∗ = −1/z. Sabem a me´s, que una rotacio´ envia un parell de punts
antipodals a un altre parell de punts antipodals, aix´ı doncs si f ∈ Rot(C),
aleshores f(z∗) = f(z)∗. E´s a dir, si f =
 a b
c d
 (prenem la matriu
representant de f que tingui determinant 1), tenim d’una banda:
f(z∗) =
a(−1z ) + b
c(−1z ) + d
=
−a+ bz
−c+ dz ,
i d’altra banda,
f(z)∗ =
−1
f(z)
=
−(c · z + d)
a · z + b =
−d− c · z
b+ a · z ,
per tant, existeix λ ∈ C∗ tal que:
(a, b, c, d) = λ(d,−c,−b, a).
Ara be´, com que ad − bc = 1 aleshores λ2da − λ2cb = 1 ⇒ λ2 = 1, i doncs
f =
 a b
−b a
 ∈ PSU2(C).
Fem la inclusio´ contra`ria. Sigui f =
 a b
−b a
 ∈ PSU2(C). Si f(0) = 0,
llavors b = 0 i tenim aa = 1, d’on a = eiα per algun α ∈ R. Per tant,
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f(z) = e
iαz
e−iα = e
i2αz que e´s una rotacio´. Altrament, si f(0) = z 6= 0, ex-
isteix alguna rotacio´ fz ∈ Rot(C) ⊂ PSU2(C) que envia z a 0. Posant
g = fz ◦ f ∈ PSU2(C), tenim que g deixa fix el 0 i e´s doncs una rotacio´ com
acabem de veure. Per tant, f = f−1z ◦ g e´s una rotacio´ i ja tenim el que
vol´ıem. 2
Abans de presentar els dos resultats segu¨ents que tambe´ so´n del nostre
intere`s, recordem l’essencial sobre els productes hermı´tics de C2.
Definicio´ 1.1.3 Una aplicacio´ < ·, · >: C2 → R e´s un producte hermı´tic si
satisfa`:
1) < x, ay + y′ >= a < x, y > + < x, y′ > (lineal en la segona component),
2) < y, x >= < x, y > (antisime`tric),
3) < x, x >≥ 0 (definit positiu)
per tot x, y ∈ C2.
El producte hermı´tic usual e´s < x, y >=
∑
i=1,2
xi · yi, amb x, y ∈ C2.
Si [·, ·] e´s un altre diferent, aleshores existeix una matriu m ∈ M2(C) amb
mi,j = [ei, ej ], on ei i ej so´n els dos vectors base esta`ndards de C2, tal que
[x, y] =< x,my >= xtmy.
La segona condicio´ de la definicio´ implica que la matriu m ha de complir
mt = m, que e´s exactament la definicio´ d’una matriu hermı´tica; i la tercera
condicio´ ens diu que m e´s definida positiva.
D’altra banda, donada una matriu hermı´tica positiva m′, e´s immediat veure
que [x, y] =< x,m′y > satisfa` les tres condicions esmentades, i per tant e´s un
producte hermı´tic. Aix´ı doncs, acabem de veure que els productes hermı´tics
estan associats a matrius hermı´tiques positives, que tenen la segu¨ent propi-
etat:
Teorema 1.1.3 (teorema espectral) Tota matriu hermı´tica m te´ valors propis
reals i existeix una matriu unita`ria, u, tal que utmu diagonalitza.
Prova: Sigui λ un valor propi de m i x un vector propi unitari. Tenim:
λ = λ < x, x >=< x, λx >=< x,mx >=< x,mtx >=< mx, x >
= < λx, x >= λ < x, x >= λ,
d’on λ ∈ R.
Prenem ara un vector unitari y ∈ C2 perpendicular a x, llavors:
< x,my >=< x,mty >=< mx, y >=< λx, y >= λ < x, y >= 0,
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i per tant, my e´s tambe´ ortogonal a x, d’on my = µy per algun µ ∈ R∗.
La matriu u = (x y) ∈ U2(C) satisfa` doncs u−1 = ut i per tant e´s immediat
comprovar que
utmu =
 λ 0
0 µ

com vol´ıem veure. 2
Remarca: Si a me´s, m e´s definida positiva, aleshores λ, µ > 0, que e´s
equivalent a dir que m = p2 amb p matriu hermı´tica definida positiva (tambe´
tenim la opcio´ de pendre la matriu p definida negativa, amb l’inconvenient
que no ens determina un producte hermı´tic). I aix´ı, tenim:
[x, y] =< x,my >=< x, ptpy >=< px, py >.
Donem ara la tercera i u´ltima proposicio´ que necessitem per a la de-
mostracio´ del teorema que hem exposat.
Proposicio´ 1.1.2 Tot grup finit de GL2(C), G, e´s conjugat a un subgrup
de U2(C).
Prova: Definim per x, y ∈ C2,
[x, y] =
1
|G|
∑
γ∈G
< γx, γy >.
Notem que [, ] e´s G-invariant, e´s a dir, [gx, gy] = [x, y], ∀g ∈ G, ∀x, y ∈ C2,
i que e´s efectivament un producte hermı´tic ja que satisfa` les tres condicions
necessa`ries i suficients. Aix´ı doncs, existeix una matriu hermı´tica positiva,
p, tal que
[x, y] =< px, py >.
Per tant, tenim el segu¨ent:
< x, y >= [p−1x, p−1y] = [gp−1x, gp−1y] =< pgp−1x, pgp−1y >, ∀g ∈ G,
∀x, y ∈ C2, d’on pgp−1 e´s unita`ria per tot g ∈ G. 2
Despre´s d’aquesta proposicio´, veiem que classificant els subgrups finit de
GL2(C) tambe´ estem classificant els subgrups de U2(C).
Ara s´ı, podem demostrar el teorema 1.1.1.
Prova: (teorema 1.1.1)
Sigui Γ ⊂ PSL2(C) un subgrup finit (recordem que hem vist Aut(C) ∼=
PGL2(C) ∼= PSL2(C)). Γ s’este´n a un subgrup de SL2(C), Γ′, amb el doble
d’elements. Per la darrera proposicio´, tenim que Γ′ e´s conjugat a un subgrup
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de U2(C), e´s a dir, existeix g ∈ GL2(C) tal que g−1Γ′g ⊂ U2(C); pero` donat
que det(g−1γ′g) = 1, ∀γ′ ∈ Γ′ ⊂ SL2(C), tenim que de fet g−1Γ′g e´s subgrup
de SU2(C). Notem que si fem mo`dul C∗ a la tria de g, podem pendre el
mateix g com a representant de la seva classe en PGL2(C) i obtenim:
g−1Γg ⊂ PSU2(C).
on PSU2(C) = Rot(C¯) per la proposicio´ 1.1.1. 2
Aix´ı doncs, el nostre problema e´s equivalent a trobar tots els subgrups
finits de PSU2(C) ∼= Rot(C) ∼= Rot(S2). Per resoldre’l, farem primer unes
anotacions sobre la teoria dels G-conjunts que seran fonamentals en tot el
que segueix, i donat que els cinc So`lids Plato`nics (tetra`edre, cub, octa`edre,
dodeca`edre i icosa`edre) estan inscrits en una esfera S2, estudiarem les rota-
cions que deixen fix cadascun d’ells, i veurem que, efectivament, formen
subgrups finits de Rot(S2). Comencem doncs per recordar algunes defini-
cions i resultats sobre les accions.
Definicio´ 1.1.4 Una accio´ d’un grup G en un conjunt S, e´s una aplicacio´
G× S → S
(g, s) 7→ gs
tal que: 1) 1Gs = s, ∀s ∈ S
2) (gg′)s = g(g′s), ∀s ∈ S
L’o`rbita d’un element s ∈ S e´s el conjunt
Os = {gs : g ∈ G},
i l’estabilitzador de s e´s
I(s) = {g ∈ G : gs = s}
Remarca: E´s immediat veure que les o`rbites de dos elements diferents, s i s′,
o be´ so´n iguals o be´ so´n disjuntes, i que l’estabilitzador de qualsevol element
s ∈ S e´s un subgrup de G.
Tenim el segu¨ent resultat que ens sera` essencial en l’estudi que farem tot
seguit, la demostracio´ del qual es pot trobar en el llibre Algebra de S.Lang.
Teorema 1.1.4 Per qualsevol element s ∈ S, es te´
|G| = |Os| · |I(s)|
Una u´ltima definicio´ i resultat a tenir en compte:
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Definicio´ 1.1.5 El nucli d’una accio´ del grup G en el conjunt S e´s el sub-
conjunt de G
Ker = {g ∈ G : gs = s ∀s ∈ S},
i direm que una accio´ e´s fidel si Ker = {1G}, el que equival a dir que cada
element g ∈ G actu´a de manera diferent sobre S.
Remarca: De fet, una accio´ de G en S e´s un morfisme entre G i el conjunt
de les bijeccions de S
G → Bij(S)
g 7→ ϕg : s→ gs
i el nucli d’aquest morfisme e´s el conjunt Ker que hem definit. Per tant,
Ker e´s un subgrup normal de G. Si |S| = n, llavors Bij(S) ' Sn de manera
que G/Ker e´s isomorf a un subgrup de Sn.
Ara s´ı, fem la cerca que ens interessa sobre els pol´ıedres regulars.
1.2 Rotacions dels pol´ıedres regulars
Abans de comenc¸ar la cerca de les rotacions dels pol´ıedres regulars, veg-
em perque` nome´s existeixen exactament cinc pol´ıedres regulars que so´n el
tetra`edre, el cub, l’octa`edre, l’icosa`edre i el dodeca`edre. Euler va donar la
segu¨ent fo´rmula va`lida per qualsevol pol´ıedre:
e+ 2 = v + f (1.1)
on e e´s el nombre d’arestes (edges), v el nombre de ve`rtexs (vertices) i f el
nombre de cares (faces) del pol´ıedre.
A me´s, si denotem m el nombre d’arestes adjacents a cada ve`rtex i n el
nombre de costats de cada cara, per un pol´ıedre regular e´s fa`cil veure que v ·m = 2ef · n = 2e
amb m,n > 2 (de no ser aix´ı no tindr´ıem pol´ıedre). Substituint ara en 1.1,
obtenim
e+ 2 =
2e
m
+
2e
n
⇒ 1
e
=
1
m
+
1
n
− 1
2
⇒ 1
m
+
1
n
− 1
2
> 0
⇒ 1
m
+
1
n
>
1
2
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Vegem doncs quins so´n els possibles valors per a m i n:
- si m = 3,
1
n
>
1
2
− 1
3
⇒ 1
n
>
1
6
, i doncs n pot pendre els valors 3, 4, 5;
- si m = 4,
1
n
>
1
4
, i l’u´nic possible valor per a n e´s 3;
- si m = 5,
1
n
>
3
10
⇒ n < 10
3
, i per tant, n = 3;
- si m = 6,
1
n
>
1
3
i aixo` no e´s possible ja que n > 3.
Aix´ı doncs, hem trobat tots els possibles parells (m,n) que determinen els
cinc u´nics So`lids Plato`nics:
• el tetra`edre: (3,3)
• el cub: (3,4)
• l’octa`edre: (4,3)
• l’icosa`edre: (5,3)
• el dodeca`edre: (3,5)
Estudiem ara les rotacions d’aquests cinc pol´ıedres regulars. Notem pero` que
tant el cub i l’octa`edre, com l’icosa`edre i el dodeca`edre tenen el parell (m,n)
permutat, fet que s’anomena dualitat. Aixo` e´s degut a que la construccio´
de l’octa`edre es pot fer a partir del cub, aix´ı com la de l’icosa`edre es pot
fer a partir del dodeca`edre: en tots dos casos, si connectem els centres de
cada cara adjacent del cub i del dodeca`edre respectivament, com il·lustra la
figura 1.2, obtenim els seus duals.
E´s clar doncs que tota rotacio´ que deixa fix un pol´ıedre, tambe´ deixa fix
el seu dual. Per tant, el nostre estudi es redueix a les rotacions del tetra`edre,
del cub i de l’icosa`edre.
Comencem per les del cub.
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Rotacions del cub
Visualment, podem definir les segu¨ents rotacions:
- si prenem com a eix la recta que passa pels centres de dues cares
oposades, tenim sis rotacions d’ordre 4 (dues per cadascun del tres
parells de cares oposades, d’angles
pi
2
i
3pi
2
),
- prenent ara la recta que passa per dos ve`rtexs antipodals com a eix de
rotacio´, tenim vuit rotacions d’ordre 3 (dues per cada un dels quatre
parells de ve`rtexs antipodals, d’angles
2pi
3
i
4pi
3
),
- tenim nou rotacions d’ordre 2: sis de les quals tenen l’eix format pels
centres de les arestes antipodals, i tres, amb l’eix passant pels centres
de dues cares oposades.
Hem trobat doncs, comptant tambe´ la identitat, vint i quatre rotacions
que deixen fix el cub i les seves matrius respectives de PSU2(C). Vegem ara
que efectivament en so´n la totalitat.
Podem afirmar que l’eix de tota rotacio´ que deixa invariant el cub passa per
un punt p del cub i el seu antipodal, llavors:
- si p e´s un ve`rtex, ja hem considerat totes les rotacions possibles.
- si, del contrari, p no e´s un ve`rtex, donat que una rotacio´ permuta tots
els ve`rtexs me´s propers i equidistants de p entre ells, aleshores p te´
com a mı´nim dos ve`rtexs equidistants a dista`ncia mı´nima. Com que p
i −p so´n els u´nics punts que queden fixos per la rotacio´ d’eix (p,−p),
aleshores p nome´s pot ser el centre d’una aresta, o be´ el centre d’una
cara, ambdo´s casos considerats anteriorment.
Per tant, efectivament, el cub te´ exactament vint i quatre rotacions que
el deixen fix. Vegem ara que el grup de les rotacions del cub e´s S4.
Considerem l’accio´ del grup de les rotacions del cub, Rcub, sobre les
quatre diagonals d’aquest. E´s evident que una rotacio´ que deixa invariant el
cub envia diagonals a diagonals (tota rotacio´ de S2 envia punts antipodals
a punts antipodals). Quin seria el nucli d’aquesta accio´?
Quan una diagonal va a parar a ella mateixa e´s, o be´ perque` la rotacio´ deixa
fixos els seus ve`rtexs (en aquest cas, les altres diagonals no queden fixes, a
no ser que la rotacio´ sigui la identitat), o be´ la rotacio´ intercanvia els ve`rtexs
de la diagonal (en aquest cas, la rotacio´ e´s una rotacio´ d’eix la recta que
uneix el centre d’una aresta i el seu antipodal, que tampoc deixa fixes les
altres diagonals). Per tant, tenim que el nucli d’aquesta accio´ nome´s conte´
la identitat, i, per la proposicio´ 1.1.4, Rcub e´s un subgrup de S4. Hem vist
que |Rcub| = 24 = |S4| i, per tant
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Rcub = S4
Rotacions del tetra`edre
El tetra`edre es pot construir a partir del cub, unint quatre ve`rtexs no ve¨ıns
com mostra la figura.
Per tant, les rotacions que deixen fix el tetra`edre so´n tambe´ rotacions
que deixen fix el cub. Nome´s ens cal veure quines de les rotacions donades
expl´ıcitament abans tambe´ deixen fix el tetra`edre. I aquestes so´n:
- les tres rotacions d’ordre 2 respecte els centres antipodals de cada cara,
- les vuit rotacions d’ordre 3 respecte els ve`rtexs antipodals (aque-
stes corresponen a les rotacio´ del tetra`edre des de cadascun dels seus
ve`rtexs).
La resta de rotacions del cub no deixen fix el tetra`edre i tenim, comptant la
identitat, que el tetra`edre te´ dotze rotacions que el deixen fix. Pel mateix
raonament d’abans, podem considerar l’accio´ del grup de les rotacions sobre
els ve`rtexs en aquest cas, i tenim que Rtetra e´s subgrup de S4 (o`bviament,
el nucli d’aquesta accio´ e´s la identitat). Donat que |Rtetra| = 12 i |A4| e´s
l’u´nic subgrup d’ordre 12 de S4, tenim
Rtetra = A4
Rotacions de l’icosa`edre
Considerem les rotacions que deixen fix l’icosa`edre:
- prenent com a eix les rectes que passen pels centres d’arestes antipo-
dals, tenim quinze rotacions d’ordre 2 (una per cada una de les quinze
parelles d’arestes antipodals de l’icosa`edre),
- vint rotacions d’ordre 3 amb eix passant pels centres de cares antipo-
dals,
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- considerant el ve`rtexs antipodals, tenim vint i quatre rotacions d’ordre
5 amb eix passant per ells (quatre rotacions d’angles
pi
5
,
2pi
5
,
3pi
5
i
4pi
5
,
per cada una de les sis parelles de ve`rtexs antipodals).
Per tant, hem trobat seixanta rotacions que deixen fix l’icosa`edre. De-
mostrem que efectivament so´n totes les que existeixen i que Rico = A5.
Per fer-ho abans presentarem una possible construccio´ de l’icosa`edre.
Considerem la configuracio´ G de la segu¨ent figura,
on els rectangles tenen costats de longitud 2 i 2g, on g ∈ (0, 1) e´s el conegut
nombre d’or, solucio´ de l’equacio´ g2 = 1 − g. D’aquest fet prove´ que la
configuracio´ G s’anomeni configuracio´ d’or.
Posant en aquesta construccio´ els eixos de R3 de la manera usual, remarquem
que el punt de coordenades v = (1, g, 0) esta` a dista`ncia 2g u´nicament dels
ve`rtexs (0, 1, g), (0, 1,−g), (g, 0, 1) i (g, 0,−1), i que aquests mateixos so´n
els me´s propers a ell. Unint-los i fent de la mateixa manera per a tots els
altres ve`rtexs de la configuracio´, obtenim l’icosa`edre
Observem que la configuracio´ G conte´ tots els ve`rtexs i sis arestes de
l’icosa`edre. De fet, si fixem un ve`rtex i fem la rotacio´ d’ordre 5 d’eix la
recta passant per ell i el seu antipodal, obtenim una altra configuracio´ d’or
equivalent. Per aquest proce`s, obtenim cinc configuracions d’or equivalents
que notarem Gi, i = 1..5. Aix´ı doncs, el que tenim e´s que cada aresta de
l’icosa`edre pertany a un rectangle d’una i nome´s una configuracio´ Gi, i a
me´s, per la manera com hem creat aquestes configuracions, tenim que totes
les arestes adjacents a un ve`rtex pertanyen a una configuracio´ diferent, com
mostra la figura.
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Considerem les rotacions que fixen l’icosaedre i vegem com actu´en sobre
aquestes cinc configuracions:
- les rotacions d’ordre 2 respecte els centres d’arestes antipodals, deixen
invariant la configuracio´ que conte´ aquestes arestes (les arestes queden
fixes i els ve`rtexs respectius s’intercanvien), i les altres configuracions
permuten dos a dos. A t´ıtol d’exemple, amb les notacions de la figura
anterior, considerem la rotacio´ amb eix passant pel centre de l’aresta
nu´mero 1 unida al ve`rtex central. Aquesta rotacio´ deixa fixa l’aresta
1 intercanviant els seus dos ve`rtexs (de fet, les arestes de nu´mero 1),
i permuta les arestes 2 i 3, aix´ı com les arestes 4 i 5 entre elles.
- les rotacions d’ordre 3 d’eix la recta passant pel centre de cares antipo-
dals, permuten les tres configuracions que contenen els costats de la
cara entre elles, i deixen fixes les altres dues. Un exemple il·lustratiu:
considerem el centre de la cara de costats 1, 3 i 5. La rotacio´ amb l’eix
que passa per aquest centre i el seu antipodal, fa permutar els costats
1, 3 i 5 entre ells (per proximitat al centre, els ve`rtexs de la cara
permuten entre ells), i les arestes 2 i 4 van a parar a arestes tambe´ nu-
merades amb 2 i 4 respectivament (pensant sempre en l’equidista`ncia
dels punts i les seves imatges amb l’eix de rotacio´).
- les rotacions d’ordre 5 respecte dos ve`rtexs antipodals, e´s immediat
veure que fan permutar les cinc configuracions entre elles.
Un cop dit aixo`, tenim que les rotacions que hem trobat les podem con-
siderar com a permutacions parells de les cinc configuracions Gi (o be´ so´n
transposicions disjuntes , o be´ 3-cicles, que descomponen com a producte
de dues transposicions, o be´ 5-cicles, que tambe´ descomponen en un pro-
ducte de quatre transposicions). L’argument que ens diu que, efectivament,
aquestes rotacions so´n totes les rotacions que deixen invariant l’icosa`edre, e´s
similar al que hem emprat per a les rotacions del cub: tota rotacio´ diferent a
la identitat deixa fixos els punts de tall entre l’eix de rotacio´ i l’icosa`edre, p i
el seu antipodal. Si p e´s un ve`rtex, ja hem vist totes les possibles rotacions;
si no ho e´s, tenim que tota rotacio´ fa permutar els ve`rtexs me´s propers i
equidistants a ell entre ells, i per tant, ha de tenir com a mı´nim dos ve`rtexs
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a mateixa i mı´nima dista`ncia. D’aquesta manera, p nome´s pot ser o be´ el
centre d’una aresta o be´ el centre d’una cara, casos que ja hem considerat a
l’hora de cercar totes les rotacions possibles. Per tant, les rotacions esmen-
tades formen el grup de rotacions que deixen invariant l’icosa`edre, Rico.
Considerant ara la corresponde`ncia de les rotacions i permutacions parells
de les cinc configuracions que acabem d’exposar, i tenint en compte que
|Rico| = 60, podem concloure que:
Rico = A5
El cub, el tetra`edre i l’icosa`edre estan tots continguts en una esfera S2, i
com e´s natural, els grups de rotacions que els deixen invariats, so´n subgrups
finits del grup de rotacions de l’esfera S2. Vegem-ho.
1.3 Classificacio´ dels subgrups de PGL2(C)
La classificacio´ cercada ve´ donada en el segu¨ent teorema:
Teorema 1.3.1 Tot grup finit de Rot(S2) e´s isomorf a un dels grups segu¨ents:
1) El grup c´ıclic Cn =< s : sn = 1 >, amb n ≥ 1,
2) El grup diedral D2n =< s, t : sn = t2 = stst = 1 >, amb n ≥ 2,
3) Els grups de rotacions dels pol´ıedres regulars: A4, S4, i A5.
Per demostrar aquest teorema, necessitem dos lemes previs.
Lema 1.3.1 Sigui G un grup finit de Rot(S2). G e´s c´ıclic si, i nome´s si,
existeix un punt fix per l’accio´ de G en S2.
Prova: La implicacio´ cap a la dreta e´s evident:
Si G =< α : αn = Id >, tenim que totes les rotacions αi per i = 1..n tenen
el mateix eix de rotacio´, que passa per dos punts p i −p de S2. Considerant
l’o`rbita de p, efectivament tenim:
Op = {p, α(p), α2(p), . . . , αn−1(p)} = {p}.
Fem ara la implicacio´ contra`ria:
Suposem G = {Id, g1, · · · , gn−1} on gi e´s una rotacio´ d’eix la recta passant
per pi ∈ S2 i el seu antipodal, d’angle βi ∈ (0, 2pi) ordenats de manera que
β1 ≤ β2 ≤ · · · ≤ βn−1. Vegem que β1 genera G.
Per hipo`tesi, existeix p′ ∈ S2 tal que
Op′ = {p′, g1(p′), g2(p′), . . . , gn−1(p′)} = {p′},
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e´s a dir, queda fix per totes les rotacions gi ∈ G. Donat que tota rotacio´ de
S2 (a excepcio´ de la identitat) deixa fixos nome´s els punts de tall del seu eix
amb S2, dedu¨ım que els eixos de totes les rotacions gi 6= Id ∈ G passen per
p′ i per tant, p′ = pi o al seu antipodal per tot i ∈ {1, . . . , n− 1}.
Aix´ı doncs, com que totes les rotacions gi (i = 1..n− 1) tenen el mateix eix
i formen, amb la identitat, un grup d’ordre n, els angles βi so´n mu´ltiples de
2pi
n
i tenim:
G =< g1 >, on β1 =
2pi
n
i p1 = p′.
2
El segon lema que emprarem en la demostracio´ del teorema e´s el segu¨ent:
Lema 1.3.2 Si l’accio´ del grup G sobre S2 te´ una o`rbita de longitud mı´nima
2, aleshores G = D2n.
Prova: Sigui p ∈ S2 tal que Op = {p, p′}. Pel teorema de les o`rbites (1.1.3)
tenim que el cardinal de l’estabilitzador de p e´s |I(p)| = |G|2 = n. A me´s, pel
lema anterior, tenim que I(p) e´s un grup c´ıclic ja que la seva accio´ sobre S2
te´ una o`rbita de longitud 1. Aix´ı doncs podem posar I(p) =< s : sn = Id >.
Si |I(p)| = 1, llavors |G| = 2 e´s c´ıclic, i per tant S2 te´ una o`rbita de longitut
1, contradient la minimalitat de Op. Per tant, |I(p)| > 1 i com que e´s c´ıclic,
els dos u´nics punts que deixa fixos so´n p i −p, d’on p′ = −p.
Ara, |G/I(p)| = 2 i esta` generat per un element t ∈ G que envia p a
−p, i e´s doncs una rotacio´ d’angle pi respecte un punt q de l’equador en-
tre p i −p. Per tant, G esta` generat per t i s, i a me´s, stst ∈ G deixa
fixos p, −p i q, i per tant, e´s la identitat. Acabem de veure doncs que
G =< s, t : sn = t2 = stst = Id >, e´s a dir, G = D2n. 2
Ara s´ı, podem passar a demostrar el teorema que hem anunciat al principi
de la seccio´.
Prova: (teorema 2.3.1) Sigui G un grup finit de Rot(S2), que actu´a sobre
S2 de manera natural. Si |G| = 1, aleshoresG = {Id}. Podem suposar doncs
que |G| = n amb n > 1.
Notem el segu¨ent: si g ∈ I(p)⋂ I(p′) amb p′ 6= −p, alehores g = Id ja que
tota rotacio´ diferent de la identitat nome´s deixa fixos els punts del seu eix.
Si p′ ∈ Op, e´s a dir, p′ = gp per algun g ∈ G, llavors e´s immediat veure que
I(p′) e´s conjugat a I(p) i per tant, |I(p′)| = |I(p)|.
Un cop dit aixo`, obtenim la fo´rmula segu¨ent:
|G| = 1 + 1
2
∑
p∈S2
(|I(p)| − 1) = 1 + 1
2
∑
p∈S2
(
|G|
|Op| − 1)
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Ara be´, |I(p)| − 1 6= 0 ⇔ |Op| < |G|. Treient els termes nuls de la suma,
obtenim:
|G| = 1 + 1
2
∑
O:|O|<|G|
|O| · ( |G||O| − 1)
Posant ara nO =
|G|
|O| = |I(p)| per qualsevol p ∈ O, obtenim:
1 =
1
|G| +
1
2
∑
O:|O|<|G|
|O|
|G| (
|G|
|O| − 1) =
1
|G| +
1
2
∑
O:|O|<|G|
(1− |O||G| )
⇔ 2(1− 1|G|) =
∑
O:|O|<|G|
(1− 1
nO
) (1.2)
A me´s, si |O| < |G|, aleshores 2 ≤ nO ≤ |G|, e´s a dir, 12 ≤ (1−
1
nO
) ≤ 1− 1|G| .
Si denotem k el nombre d’o`rbites que satisfan |O| < |G|, tenim la inequacio´:
k
2
≤
∑
O:|O|<|G|
(1− 1
nO
) ≤ k(1− 1|G|),
i per 1.2,
k
4
≤ (1− 1|G|) ≤
k
2
(1− 1|G|),
d’on dedu¨ım que els u´nics possibles valors de k so´n 2 i 3.
• Cas k=2:
En aquest cas, tenim exactament dues o`rbites, O1 i O2, tals que |Oi| < |G|.
Per tant, posant ni = nOi , i = 1, 2, la fo´rmula 1.2 esdeve´:
2(1− 1|G|) = (1−
1
n1
) + (1− 1
n2
)
⇒ 2|G| =
1
n1
+
1
n2
⇒ n1 = n2 = |G|
Aix´ı doncs, tenim dues o`rbites de longitud 1 (ni = |I(pi)|, per qualsevol
pi ∈ Oi i = 1, 2), i pel lema 1.3.1, dedu¨ım que
G = Cn
amb n = n1 = n2.
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• Cas k=3:
La fo´rmula 1.2 e´s ara:
1 +
2
|G| =
1
n1
+
1
n2
+
1
n3
(1.3)
i podem suposar, sense pe`rdua de generalitat, que n1 ≥ n2 ≥ n3.
Observem que de fet, n3 nome´s pot pendre el valor 2, ja que si n3 > 2,
llavors
1
n1
+
1
n2
+
1
n3
≤ 1, el que contradiu 1.3. Aleshores:
- si n2 = 2, aleshores n1 = n ≥ 2 i per tant, |G| = 2n. L’o`rbita O1 te´
longitud 2 i |O2| = |O3| = n ≥ 2, i pel lema 1.3.2, tenim que
G = D2n.
- si n2 = 3, aleshores
1
6
+
2
|G| =
1
n1
, d’on 3 ≤ n1 < 6.
- si n2 ≥ 4, com que n1 ≥ n2 ≥ 4, tindr´ıem
1
n1
+
1
n2
+
1
2
≤ 1
n1
+
1
4
+
1
2
≤ 1
el que contradiu a 1.3.
Recopilem doncs tots els valors possibles per a n1, n2 i n3:
n1 n2 n3 |G| |O1| |O2| |O3|
(a) n 2 2 2n 2 n n
(b) 3 3 2 12 4 4 6
(c) 4 3 2 24 6 8 12
(d) 5 3 2 60 12 20 30
Per tant, ja tenim tota la casu´ıstica, e´s a dir, tots els possibles cardinals
dels subgrups finits G, i de moment dos casos concrets: els c´ıclics Cn i els
diedrals D2n, per n ≥ 2. Resta veure quins grups ens defineixen exactament
els casos (b), (c) i (d).
Per fer-ho, donem una interpretacio´ a les tres o`rbites: considerem O1 com
un conjunt de ve`rtexs pertanyent a S2 que formen un so`lid a R3, O2 com els
centres de les cares d’aquest so`lid, i O3 com el conjunt dels centres de
totes les seves arestes. Mostrem com els casos (b), (c) i (d) corresponen
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als grups de rotacio´ del tetra`edre, de l’octa`edre (dual del cub i amb mateix
grup de rotacions) i de l’icosa`edre respectivament.
Cas (b):
Si p ∈ O1, tenim |I(p)| = 3 d’on I(p) = C3. Qualsevol rotacio´ de I(p)
diferent a la identitat nome´s deixa fixos p i −p ∈ S2, i doncs permuta no
trivialment els tres punts de O1 \ {p}, d’on dedu¨ım que aquests tres punts
han de ser equidistants de p. Per la generalitat d’aquest punt p ∈ O1, tenim
que els quatre punts de O1 so´n equidistants entre ells, i formen un tetra`edre.
Efectivament, el tetradre te´ |O2| = 4 cares i |O3| = 6 arestes, per tant els
elements de G so´n les rotacions que el deixen fix (els ve`rtexs van a parar a
ve`rtexs, les cares a cares, i les arestes a arestes del tetra`edre). Aix´ı doncs,
G = A4.
Cas (c):
Es fa de la mateixa manera que el cas (d). Donem els detalls del cas (d) i
puntualitzem despre´s les variacions que cal tenir en compte en el cas (c).
Cas (d):
Sigui p ∈ O1, o`rbita de longitut 12. Donat que I(p) = I(−p), per la fo`rmula
de les o`rbites, −p tambe´ pertany a una o`rbita de longitut 12, d’on −p ∈ O1
sent aquesta la u´nica amb aquesta longitut. Per tant, O1 esta` formada
per sis parells de punts antipodals de S2. Tenim tambe´ que I(p) e´s c´ıclic
d’ordre 5, i fa permutar els punts de O1 \ {p,−p}. Aix´ı doncs, aquests
estan distribuits o be´ tots deu en l’equador entre p i −p (tots equidistants
de p i −p) o be´ cinc en un cercle S1 equidistant a p i els cincs restants
(antipodals dels anteriors) en un cercle S2 equidistant de −p. La primera
opcio´ no e´s factible per la generalitat del punt p ∈ O1 (en aquest cas, un
punt q ∈ O1 \ {p,−p} tindria dos ve`rtexs equidistants a ell i no deu), per
tant la segona opcio´ e´s la correcta. Efectivament, els punts de O1 so´n els
ve`rtexs d’un icosa`edre que te´ |O2| = 20 cares i |O3| = 30 arestes, d’on les
rotacions de G so´n precisament les rotacions que el deixen invariant. Per
tant,
G = A5.
L’u´nica difere`ncia entre el cas (c) i el cas (d) e´s que I(p) = C4 pel cas
(c) i l’o`rbita O1 esta` formada per tres parells de punts antipodals. Per tant,
I(p) = C4 fa permutar els quatre punts de O1 \ {p,−p}, i per tant, han de
ser equidistants a p i −p, e´s a dir, estar situats en l’equador entre aquests
dos punts antipodals. Aix´ı doncs, els punts de O1 formen un octa`edre que
efectivament te´ |O2| = 8 cares i |O3| = 12 arestes, i les rotacions de G envien
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ve`rtexs a ve`rtexs i permuten centres d’arestes entre ells (O2), aix´ı com els
centres de les cares entre ells (O3). Per tant,
G = S4.
2
Aix´ı doncs, hem trobat tots els subgrups finits del grup projectiu PGL2(C),
i podem passar a considerar el problema per al grup lineal GL2(C).
Cap´ıtol 2
Classificacio´ dels subgrups
finits de GL2(C)
Al cap´ıtol anterior, hem trobat tots els subgrups finits de PGL2(C), lle-
vat d’isomorfismes. En aquesta segona part del projecte, ens disposem a
resoldre el nostre problema de partida: trobar tots els subgrups finits de
GL2(C). L’estrate`gia que emprarem sera` la segu¨ent: fixat un subgrup finit
de PGL2(C), G, busquem tots els subgrups finits de GL2(C) que es pro-
jecten en el donat, via el morfisme natural exhaustiu pi entre GL2(C) i
GL2(C)/C∗. L’existe`ncia de com a mı´nim un grup finit d’aquestes carac-
ter´ıstiques per cada un dels subgrups G de PGL2(C), ve´ donada pel fet que
el grup PGL2(C) e´s igual al grup PSL2(C) = SL2(C)/{±I}, i per tant, po-
dem considerar la restriccio´ del morfisme pi al grup SL2(C), que denotarem
γ = pi|SL2(C). Tenint en compte la successio´ exacta
1→ {±I} → SL2(C) γ−→ PSL2(C)→ 1,
donat un grup G ⊂ PSL2(C), denotarem GSL2 = γ−1(G) ⊂ SL2(C) a la
seva antiimatge per γ, que e´s un grup de GL2(C) amb el doble d’elements
que G.
La nostra cerca, en els dos primers apartats d’aquest segon cap´ıtol, es resol-
dra` trobant tots els grups de GL2(C) llevat de conjugacio´, a partir de la teo-
ria de representacions lineals i del concepte de grup minimal que definirem
me´s endavant.
I en els dos u´ltims apartats, veurem la relacio´ del nostre problema amb el
ca`lcul del segon grup de cohomologia H2(G,Cn) per n ∈ N i G un subgrup
finit de PGL2(C). Exposarem, sense entrar en detall, una manera de cal-
cular tots aquests grups i veurem com obtenir tots els subgrups finits de
GL2(C), llevat de conjugacio´, a partir d’aquests.
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2.1 Subgrups de GL2(C) que projecten en Cm, per
m ∈ N
Ens proposem trobar tots els possibles grups finits Xnm, llevat de conju-
gacio´, de successions exactes del tipus 1 → Cn → Xnm → Cm → 1. Donat
que els grups laterals de la successio´ so´n c´ıclics, i en particular abelians, ens
podem preguntar sobre l’estructura de Xnm, i veure que, de fet, tambe´ e´s
un grup abelia` com mostra el segu¨ent resultat:
Proposicio´ 2.1.1 Si A e´s un subgrup normal de X tal que A ⊂ Z(X) i
X/A ∼= Cm llavors X e´s abelia`.
Prova: Com que X/A ∼= Cm, existeix una classe h¯ ∈ X/A d’ordre m que
genera X/A.
Siguin x, y ∈ X qualsevols, representants de dues classes de X/A. Tenim
que x¯ = (h¯)n i y¯ = (h¯)n
′
per a algun n, n′ < m, i per tant, que existeixen
a1, a2 ∈ A tals que x = hna1 i y = hn′a2. Llavors,
xy = (hna1) · (hn′a2) = (a1hn) · (hn′a2) = a1hn+n′a2
= a1a2hn+n
′
= a2hn+n
′
a1 = (a2hn
′
) · (a1hn) = yx
d’on dedu¨ım que X e´s un grup abelia`. 2
Per tal de trobar tots aquests subgrups Xnm de GL2(C), ens ajudarem
de la teoria de les representacions lineals com hem dit al comenc¸ament del
cap´ıtol. Exposarem tot seguit les definicions i resultats essencials que so´n
del nostre intere`s.
Definicio´ 2.1.1 Sigui G un grup qualsevol i V un espai vectorial sobre un
cos K qualsevol. Una representacio´ lineal de G en V e´s un morfisme de
grups ρ : G→ GL(V ) on
ρ(g) : V → V
x 7→ ρg(x)
e´s una aplicacio´ lineal.
Diem que ρ te´ dimensio´ dimK(V ).
Remarca: La definicio´ general de representacio´ lineal es do´na per a un cos
K qualsevol, pero` nosaltres, pel nostre intere`s, treballem amb el cos K = C,
que sobreentendrem d’ara endavant.
Definicio´ 2.1.2 Direm que dues representacions ρ : G→ GL(V ) i
ρ′ : G→ GL(V ′) so´n equivalents si:
2.1. SUBGRUPS DE GL2(C) QUE PROJECTEN EN CM , PER M ∈ N23
1. V ∼= V ′,
2. si existeix un isomorfisme ϕ : V → V ′ tal que per a cada g ∈ G el
segu¨ent diagrama
V
ρ(g) //
ϕ

V
ϕ

V ′
ρ′(g) // V ′
e´s commutatiu.
Definim ara la suma directa de representacions que ens sera` d’utilitat
me´s endavant.
Definicio´ 2.1.3 Siguin ρ1 : G → GL(V1) i ρ2 : G → GL(V2) dues repre-
sentacions. Definim la suma directa de ρ1 i ρ2 com
ρ1 ⊕ ρ2 : G → GL(V1 ⊕ V2)
g 7→ (ρ1 ⊕ ρ2)(g) = ρ1(g)⊕ ρ2(g)
i te´ dimensio´ dim(ρ1 ⊕ ρ2) = dimρ1 + dimρ2.
Despre´s d’aquestes definicions, ens podem preguntar quina e´s la dimensio´
mı´nima possible de V per tal que existeixi una representacio´ de G, grup
qualsevol donat. Per aixo`, tenim les dues definicions segu¨ents:
Definicio´ 2.1.4 Sigui ρ : G → GL(V ) una representacio´ lineal de G i
W ⊂ V un subespai vectorial de V . Diem que W e´s invariant (o estable)
per ρ si per a tot g ∈ G i per a tot w ∈W , ρg(w) ∈W .
En aquest cas,
ρW : G → GL(W )
g 7→ ρg |W
e´s una representacio´ lineal de G que anomenem subrepresentacio´ de ρ.
Definicio´ 2.1.5 Amb les mateixes notacions que a la definicio´ anterior,
direm que ρ redueix si existeix un subespai propi de V invariant per ρ. Si ρ
no redueix, diem que ρ e´s una representacio´ irreductible.
Amb aquestes definicions ba`siques, podem donar el segu¨ent resultat:
Teorema 2.1.1 (Teorema de Maschke)
Sigui ρ : G→ GL(V ) una representacio´ lineal de G.
Si W e´s un subespai invariant per ρ, aleshores existeix un altre subespai U ,
suplementacio´ de W (V = W ⊕ U), tambe´ invariant per ρ.
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Prova: Es troba a [8].
Corol·lari 2.1.1 Tota representacio´ de G e´s suma directa (no u´nica) de
representacions irreductibles, e´s a dir,
V = W1 ⊕W2 ⊕ · · · ⊕Wr,
on el nombre de subespais Wi isomorfs al subespai d’una representacio´ irre-
ductible donada, no depe`n de la descomposicio´ triada.
Complementem ara aquests resultats amb el segu¨ent lema i corol·lari.
Lema 2.1.1 (Lema de Schur)
Siguin G un grup finit, ρ : G→ GL(V ) i ρ′ : G→ GL(V ′) dues representa-
cions irreductibles de G, i ϕ : V → V ′ una aplicacio´ lineal tal que, per a
cada g ∈ G, el segu¨ent diagrama
V
ρ(g) //
ϕ

V
ϕ

V ′
ρ′(g) // V ′
commuta.
Aleshores,
1. Si ρ i ρ′ no so´n equivalents, llavors ϕ = 0.
2. Si V = V ′ i ρ = ρ′, llavors ϕ = λ · Id per a un cert λ ∈ C∗.
Prova:
1) Suposem que ϕ 6= 0 i vegem que ϕ e´s un isomorfisme.
Denotem W = kerϕ ( V . Llavors, W e´s un subespai propi de V
invariant per ρ ja que si w ∈W , aleshores ϕ(w) = 0 i, per a qualsevol
g ∈ G, ϕ(ρg(w)) = ρ′g(ϕ(w)) = 0, d’on ρg(w) ∈W per a tot g ∈ G.
Donat que ρ e´s irreductible, tot subespai invariant per ρ e´s o be´ {0} o
be´ V , d’on dedu¨ım que W = {0}, el que demostra que ϕ e´s injectiva.
Pel que fa a l’exhaustivitat, denotem U = Imϕ ⊂ V ′. Efectivament,
U e´s invariant per ρ′ donat que si u ∈ U = Imϕ, aleshores existeix
v ∈ V tal que ϕ(v) = u, i per a qualsevol g ∈ G, ρ′g(u) = ϕ(ρg(v)) ∈
Imϕ = U . Com que ρ′ e´s irreductible, U = {0} o be´ U = V ′. Ara be´,
U 6= {0} ja que ϕ 6= {0}, i per tant U = Imϕ = V ′, d’on dedu¨ım que
ϕ e´s exhaustiva.
2) Sigui λ ∈ C∗ un valor propi de ϕ 6= 0, i considerem ψ = ϕ− λ · Id que
e´s, o`bviament, una aplicacio´ lineal.
Per a tot g ∈ G i v ∈ V ,
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(ψ ◦ ρg)(v) = (ϕ ◦ ρg)(v)− (λ · Id) ◦ (ρg)(v)
= (ρg ◦ ϕ)(v)− (ρg) ◦ (λ · Id)(v)
= (ρg ◦ ψ)(v)
i per tant, ψ fa commutatiu el diagrama de l’enunciat.
Donat que kerψ 6= {0} per contenir algun vector propi de valor propi
λ, tenim que ψ no e´s un isomorfisme, i per l’apartat 1), ψ = 0 d’on
ϕ = λ · Id. 2
Corol·lari 2.1.2 Si G e´s un grup abelia` finit, totes les representacions ir-
reductibles de G tenen dimensio´ 1.
Prova: Sigui ρ : G → GL(V ), una representacio´ irreductible de G abelia`
finit. Fixem h ∈ G i considerem l’aplicacio´ lineal
ϕh : V → V
v 7→ ρh(v)
Aleshores, per ser G abelia`, tenim que el diagrama
V
ρ(g) //
ϕh

V
ϕh

V ′
ρ′(g) // V ′
commuta, i pel Lema de Schur, ϕh = λh · Id on λh ∈ C e´s un valor propi de
ϕh. Per tant, tenim que per a tot v ∈ V , ρh(v) = λh · v, i tot vector v ∈ V
e´s vector propi de valor propi λh per a cada h ∈ G. Aix´ı doncs, tot subespai
〈v〉 ⊂ V e´s invariant per ρh, ∀h ∈ G, i donat que ρ e´s irreductible, V ha de
ser de dimensio´ 1. 2
Aix´ı doncs, tornant al nostre cas, volem trobar totes les representacions
injectives possibles d’un grup abelia` finit Xnm (que es projecta en Cm amb
nucli Cn) en GL2(C). Hem demostrat que tota representacio´ e´s una suma
directa de representacions irreductibles, i que tota representacio´ irreductible
d’un grup abelia` finit e´s de dimensio´ 1, per tant, una representacio´ ρ de Xnm
en GL2(C) es pot escriure com
ρ = ρ1 ⊕ ρ2,
on ρ1 i ρ2 so´n representacions irreductibles de Xnm.
D’altra banda, per i = 1, 2, donat que ρi e´s un morfisme de grups i Xnm e´s
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finit, tenim que Im ρi ⊂ C∗ e´s un subgrup finit de C∗, i per tant e´s c´ıclic.
Denotem doncs Ci = Im ρi, i obtenim que Xnm e´s un subgrup de C1 × C2
on C1 = Im ρ1 i C2 = Im ρ2.
Aix´ı doncs, Xnm esta` format, llevat de conjugacio´, per matrius de la
forma
 a 0
0 b
 amb a ∈ C1 i b ∈ C2. Ara be´, per a qualsevol subgrup
de C1 × C2, format per matrius de la forma
 a 0
0 b
 amb a, b ∈ C∗,
considerem el morfisme
G → C∗ a 0
0 b
 7→ ab−1
El nucli d’aquest morfisme e´s exactament G∩C∗, i com que G e´s finit, G∩C∗
tambe´ ho e´s, d’on G ∩ C∗ = Cn per a algun n ∈ N.
De la mateixa manera, la imatge d’aquest morfisme e´s un subgrup finit de
C∗, posem Cm per a algun m ∈ N, i tenim que
G/Cn ∼= Cm.
Aix´ı doncs, ja hem trobat tots els possibles subgrups de GL2(C) que es
projecten en Cm i tenen un subgrup normal Cn, per n,m ∈ N qualsevols.
2.2 Grups minimals per un grup H ⊂ PGL2(C) do-
nat
Donat un grup finit H ⊂ PGL2(C), el nostre objectiu e´s trobar tots els
grups finits G ⊂ GL2(C) tals que
pi(G) = H
on pi e´s la projeccio´ natural de GL2(C) en PGL2(C).
Per obtenir tots aquests subgrups, llevat de conjugacio´, pels casos que con-
siderarem d’ara endavant, necessitem una definicio´ essencial que presentem
tot seguit.
Definicio´ 2.2.1 Sigui G ⊂ GL2(C) un grup finit tal que pi(G) = H. Direm
que Gmin e´s un subgrup de G minimal si:
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i) pi(Gmin) = H
ii) no existeix cap altre subgrup propi inclo`s
en Gmin amb imatge H pel morfisme pi
Remarca: Notem que tot grup finit G ⊂ GL2(C) amb imatge fixada H en
el projectiu, o be´ conte´ un grup minimal propi, o be´ ho e´s ell mateix.
Proposicio´ 2.2.1 Sigui G ⊂ GL2(C) un grup finit i Gmin un subgrup min-
imal de G. Llavors,
G = Ck ·Gmin
Abans de demostrar-ho, vegem un lema previ.
Lema 2.2.1 Siguin G1 i G2 dos subgrups d’un grup G tals que
pi(G1) = pi(G2) = pi(G) = H,
llavors existeixen grups c´ıclics C1, C2 ⊂ C∗ tals que
C2 ·G1 = C1 ·G2.
Prova: Denotem H1 = G1 ∩ C∗ i H2 = G2 ∩ C∗ i considerem els grups
G′1 = H2 ·G1 i G′2 = C1 ·G2
que satisfan pi(G′1) = pi(G1) = pi(G2) = pi(G′2) = H.
Notem que G′1 ∩ C∗ = H2H1 = G′2 ∩ C∗ ja que:
G′1∩C∗ = (H2 ·G1)∩C∗ ⊇ (H2∩C∗)·(G1∩C∗) = H2 ·H1, i si h2g1 ∈ G′1∩C∗,
llavors g1 ∈ C∗ i doncs g1 ∈ G1 ∩ C∗ = H1 d’on h2g1 ∈ H2 ·H1.
Per tant, tenim les igualtats de cardinals
|G′1| = |G′2| = |H2 ·H1| · |H|.
Com que pi(G′1) = pi(G′2), tenim que per qualsevol a ∈ G′1, existeix za ∈ C∗
i ba ∈ G′2 de manera que a = zaba. Denotem C = 〈{za : a ∈ G′1}〉 ⊂ C∗
que e´s c´ıclic ja que za te´ ordre finit i |G′1| <∞. Tenim, de fet, que
C ·G′1 = C ·G′2
doncs cg′1 = czg′1g
′
2 ∈ C · G′2 i cg′2 = cz−1g′1g
′
1 ∈ C · G′1. Per tant,
C · H2 · G1 = C · H1 · G2. Donat que C i Hi (i = 1, 2) so´n subgrups finits
de C∗ abelia`, C ·Hi e´s subgrup finit de C∗ i per tant, e´s un grup c´ıclic que
denotarem Ci = C ·Hi per obtenir el que vol´ıem:
C2 ·G1 = C1 ·G2
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2
Prova: (proposicio´ 2.2.1)
Emprant les notacions del lema anterior, posant G1 = G i G2 = Gmin,
tenim que H2 = Gmin ∩ C∗ ⊂ G i doncs G′1 = H2 · G = G. Com que
|G′1| = |G| = |G′2| i G′2 = H1 · Gmin ⊂ G (H1 = G ∩ C∗), tenim que
G = G′2 = H1 ·Gmin com vol´ıem. 2
Aix´ı doncs, aquesta proposicio´ ens redueix el nostre problema a trobar
tots els grups minimals que tenen imatge fixada H al projectiu.
2.2.1 Grups finits de GL2(C) que projecten en D2n
Considerem H = D2n = 〈a, b : a2 = bn = 1, ab = b−1a〉 ⊂ PGL2(C).
• En el cas que n > 3 sigui senar, considerarem, llevat de conjugacio´,
a =
 0 1
1 0
 i b =
 ξn 0
0 ξ−1n

on ξn e´s una arrel n-e`ssima primitiva de la unitat, i tenim el segu¨ent resultat:
Teorema 2.2.1 Si n > 3 e´s senar, els grups minimals de GL2(C) que
projecten en D2n so´n:
Gk = 〈ξ2k
 0 1
1 0
 ,
 ξn 0
0 ξ−1n
〉,
per a tot k > 0, on ξ2k i ξn so´n arrels primitives de la unitat 2k-e`ssima i
n-e`ssima respectivament.
Aquests grups tenen ordre 2n si k = 0 i 2kn si k > 1.
Prova: Considerem G ⊂ GL2(C), un grup minimal qualsevol. Com que la
seva imatge en el projectiu e´s D2n, G ha de contenir antiimatges de a i b.
Per minimalitat, G esta` generat per una antiimatge de a i una antiimatge
de b, i per tant, existeixen dues arrels de la unitat µ i λ tals que:
G = 〈µ
 0 1
1 0
 , λ
 ξn 0
0 ξ−1n
〉.
Denotarem A = µ
 0 1
1 0
 i B = λ
 ξn 0
0 ξ−1n
. D’aquesta manera, es
satisfa`
A2 = µ2, Bn = λn, AB = λ2B−1A,
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i doncs, cada element de G e´s de la forma
tBk o be´ tBkA
on k ∈ {0..n− 1} i t ∈ 〈λ2, λn, µ2〉.
Per ser n senar, podem escriure n = 2n′ + 1 i tenim λn · (λ2)−n′ = λ, per
tant 〈λ2, λn, µ2〉 = 〈λ, µ2〉 = G ∩ C∗.
Aix´ı doncs, tenim que λ
 ξn 0
0 ξ−1n
 ∈ G i λ ∈ G, d’on
 ξn 0
0 ξ−1n
 ∈ G,
i, per minimalitat, obtenim que
G = 〈A = µ
 0 1
1 0
 , B =
 ξn 0
0 ξ−1n
〉
on A2 = µ2, Bn = 1, AB = B−1A. Del ca`lcul anterior, donat que λ = 1,
obtenim que G ∩ C∗ = 〈µ2〉.
Notem ara, que el subgrup deG generat perB (d’ordre n) iAm = µm
 0 1
1 0
,
per a qualsevol senar m > 1, tambe´ es projecta sobre D2n, i per la minimal-
itat de G, tenim que
〈Am, B〉 = 〈A,B〉.
Aixo` implica que l’ordre de Am = µm
 0 1
1 0
 ha de ser igual a l’ordre
de A = µ
 0 1
1 0
, o equivalentment, que ord(µm) = ord(µ). Com que
ord(µm) = ord(µ)/(ord(µ),m), tenim que:
(ord(µ),m) = 1 per a tot senar m > 1,
el que equival a dir que ord(µ) = 2k per a algun k > 0.
Aix´ı doncs, denotem
Gk = 〈ξ2k
 0 1
1 0
 ,
 ξn 0
0 ξ−1n
〉
per a k > 0 i on ξ2k e´s qualsevol arrel 2k-e`ssima primitiva de la unitat (de la
qual Gk no en depe`n ja que, de fet, podem pendre com a generador qualsevol
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pote`ncia senar de ξ2k
 0 1
1 0
).
Aix´ı doncs, acabem de veure que tot grup minimal G que projecta en D2n
e´s un grup Gk per a algun k > 0.
Vegem ara, que de fet, per a tot k > 0, Gk e´s un grup minimal.
Per a k = 0, 1, donat que els grups
G0 = 〈
 0 1
1 0
 ,
 ξn 0
0 ξ−1n
〉 i G1 = 〈−
 0 1
1 0
 ,
 ξn 0
0 ξ−1n
〉
tenen ordre 2n = |D2n| i es projecten en D2n, dedu¨ım que so´n grups mini-
mals.
Per a k > 2, tenim que Gk ∩C∗ = 〈ξ22k〉. Suposem doncs que existeix un
subgrup propi de Gk, D, que es projecta sobre D2n. Aquest subgrup D ha
d’estar generat per elements de Gk, un d’ordre mu´ltiple de n i un d’ordre
mu´ltiple de 2, i per tant e´s de la forma
D = 〈dξ2k
 0 1
1 0
 ,
 ξn 0
0 ξ−1n
〉
on d ∈ Gk ∪ C∗ = 〈ξ22k〉. Pero` com que ord(dξ2k) = 2k per ser una pote`ncia
senar de l’arrel 2k-e`ssima primitiva de la unitat ξ2k , tenim que D = Gk, i
per tant, Gk e´s minimal com vol´ıem. 2
• Si n > 2 e´s parell, considerarem:
a =
 0 i
i 0
 i
 ξ2n 0
0 ξ2n−1

com els generadors de D2n ⊂ PGL2(C), on ξ2n e´s una arrel 2n-e`ssima prim-
itiva de la unitat.
En aquest cas, tenim el segu¨ent resultat:
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Teorema 2.2.2 Si n > 2 e´s parell, els grups minimals de GL2(C) que
projecten en D2n so´n:
G0 = 〈
 0 i
i 0
 ,
 ξ2n 0
0 ξ2n−1
〉,
G1,k = 〈ξ2k+1
 0 i
i 0
 ,
 ξ2n 0
0 ξ2n−1
〉,
G2,k = 〈
 0 i
i 0
 , ξ2k+1
 ξ2n 0
0 ξ2n−1
〉,
G3,k = 〈ξ2k+1
 0 i
i 0
 , ξ2k+1
 ξ2n 0
0 ξ2n−1
〉;
per a tot k > 1, on ξj e´s un arrel j-e`ssima primitiva de la unitat.
Aquests grups tenen ordre 4n i 2k+1n per a k > 1 respectivament.
Prova: Considerem G ⊂ GL2(C), un grup minimal qualsevol. Pel mateix
argument que hem emprat en el cas anterior, tenim que
G = 〈µ
 0 i
i 0
 , λ
 ξ2n 0
0 ξ2n−1
〉,
on µ i λ so´n arrels de la unitat.
Tenim les segu¨ents igualtats:
A2 = −µ2, Bn = −λn, AB = λ2B−1A,
i per tant, tot element de G e´s de la forma
tBk o be´ tBkA
on k ∈ {0..n− 1} i t ∈ 〈−µ2,−λn, λ2〉.
Aix´ı doncs, dedu¨ım que G ∩ C∗ = 〈−µ2,−λn, λ2 >=< −1, µ2, λ2〉 ja que
n = 2n′, el que fa que −λn = −(λ2)n′ .
Ara be´, prenent c1, c2 ∈ 〈−1, µ2, λ2〉, obtenim un subgrup de G
〈c1A, c2B〉,
que tambe´ es projecta sobre D2n. Donat que G e´s minimal, aquest subgrup
ha de ser el mateix G, i per aixo` notem que si c1 = µ2
k i c2 = λ2
k′ per a
qualsevols k, k′ > 0, obtenim que
G = 〈µm
 0 i
i 0
 , λm′
 ξ2n 0
0 ξ2n−1
〉,
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per a m = 2k + 1 i m′ = 2k′ + 1 senars qualsevols, i per tant es satisfa`
i) (m, ord(µ)) = 1 per a tot m senar
ii) (m′, ord(λ)) = 1 per a tot m′ senar
d’on dedu¨ım que ord(µ) = 2t i ord(λ) = 2t
′
per a t, t′ > 0.
Sent 〈−1, µ, λ〉 un subgrup finit de C∗ en el que tots els generadors tenen
ordre una pote`ncia de 2, tenim llavors que 〈−1, µ, λ〉 = C2m+1 per a algun
m > 0, i doncs
G ∩ C∗ = 〈−1, µ2, λ2〉 =
 C2 si m=0C2m si m > 0
Si m = 0, llavors 〈−1, µ, λ〉 = C2, i doncs µ = ±λ = ±1. Triant qualsevol
d’aquests valors per a µ i λ, obtenim el mateix grup de GL2(C) (de fet, de
SL2(C)) que e´s
G0 = 〈
 0 i
i 0
 ,
 ξ2n 0
0 ξ2n−1
〉
i te´ ordre 4n. Tots els elements d’aquest grup so´n de la forma ξ2n 0
0 ξ2n−1
k i
 0 i
i 0
 ξ2n 0
0 ξ2n−1
k
per a 0 6 k < 2n ja que 0 i
i 0
2 ξ2n 0
0 ξ2n−1
 = −
 ξ2n 0
0 ξ2n−1
 =
 ξ2n 0
0 ξ−12n
n+1 .
Vegem ara que G0 e´s efectivament un grup minimal tot provant que no conte´
subgrups propis que es projecten en D2n.
Sigui D ⊂ G0 un subgrup de G0 que es projecta en D2n. Els elements de
G0 que projecten en b so´n exactament ξ2n 0
0 ξ2n−1
 i −
 ξ2n 0
0 ξ2n−1
 =
 ξ2n 0
0 ξ−12n
n+1
i donat que l’ordre del primer element e´s 2n i (2n, n + 1) = 1 per ser
n parell, tots dos elements generen el mateix grup 〈
 ξ2n 0
0 ξ−12n
〉, d’on
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 ξ2n 0
0 ξ2n−1
 ∈ D. De la mateixa manera, tenim que els elements que
es projecten en abk per a k > 0 so´n 0 i
i 0
 ·
 ξ2n 0
0 ξ2n−1
k
i −
 0 i
i 0
 ξ2n 0
0 ξ2n−1
k =
 0 i
i 0
 ξ2n 0
0 ξ2n−1
n+k
d’on
 0 i
i 0
 ∈ D, i D = 〈
 ξ2n 0
0 ξ2n−1
 ,
 0 i
i 0
〉. Per tant,
D = G0 i G0 e´s un grup minimal que projecta en D2n.
Si m > 1, llavors 〈−1, µ, λ〉 = C2m+1 i per tant, o be´ µ, o be´ λ, o be´ totes
dues so´n una arrel (2m+1)-e`ssima primitiva de la unitat que genera C2m+1 .
Aix´ı doncs, tenim tres possibilitats:
1) µ = ξ2m+1 i λ = 1, que formen el grup
G1,m = 〈ξ2m+1
 0 i
i 0
 ,
 ξ2n 0
0 ξ2n−1
〉,
2) µ = 1 i λ = ξ2m+1 , que formen el grup
G2,m = 〈
 0 i
i 0
 , ξ2m+1
 ξ2n 0
0 ξ2n−1
〉,
3) µ = λ = ξ2m+1 , que formen el grup
G3,m = 〈ξ2m+1
 0 i
i 0
 , ξ2m+1
 ξ2n 0
0 ξ2n−1
〉
(notem que en aquest cas, tant µ com λ poden e´sser una altra arrel (2m+1)-
e`ssima primitiva diferent de ξ2m+1 , pero` com que generen el mateix grup
G3,m, podem agafar-les iguals).
Fent el mateix raonament que per al cas senar, dedu¨ım que aquests grups
so´n grups minimals que projecten en D2n, i havent vist que tot grup minimal
G e´s d’aquesta forma, ja tenim el que vol´ıem. 2
Vegem ara, la conjugacio´ entre els grups minimals trobats per a cada un
dels casos.
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Teorema 2.2.3 Amb la notacio´ dels dos teoremes anteriors,
- Si n > 3 e´s senar, els u´nics grups minimals que es projecten en D2n i
so´n conjugats entre ells so´n G0 i G1.
- Si n > 2 e´s parell, els u´nics grups minimals que es projecten en D2n i
so´n conjugats entre ells so´n G2,k i G3,k, per a tot k > 1 fixat.
- Si n = 2, tots tres grups minimals Gj,k es projecten en D2n i so´n
conjugats entre ells per a k > 1 fixat i j ∈ {1, 2, 3}.
Prova:
• Si n > 3 e´s senar:
per a k > 1, |Gk| = 2kn, per tant, dos grups minimals Gi i Gj amb
i, j > 1 so´n conjugats si i nome´s si i = j. Ara be´,
G0 = 〈
 0 1
1 0
 ,
 ξn 0
0 ξ−1n
〉 iG1 = 〈−
 0 1
1 0
 ,
 ξn 0
0 ξ−1n
〉
tenen cardinal 2n i so´n conjugats per la matriu ω =
 i 0
0 −i
 ja que:
ω
 0 1
1 0
 ω−1 =
 0 −1
−1 0

i
ω
 ξn 0
0 ξ−1n
 ω−1 =
 ξn 0
0 ξ−1n
 ,
d’on G1 = ωG0 ω−1 com vol´ıem veure.
• Si n > 2 e´s parell:
per a k > 1, |G1,k| = |G2,k| = |G3,k| = 2k+1n, per tant, els u´nics que
poden ser conjugats entre ells so´n G1,k, G2,k i G3,k per k > 1 fixat.
Vegem que efectivament, G2,k = 〈
 0 i
i 0
 , ξ2k+1
 ξ2n 0
0 ξ2n−1
〉,
i G3,k = 〈ξ2k+1
 0 i
i 0
 , ξ2k+1
 ξ2n 0
0 ξ2n−1
〉 so´n conjugats entre
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ells per la matriu Ξn =
 ξ2n 0
0 1
:
Ξn
 0 i
i 0
Ξ−1n = ξ−22m+1 [ξ2m+1
 ξ2n 0
0 ξ−12n
] · [ξ2m+1
 0 i
i 0
]
i
Ξn [ξ2k+1
 ξ2n 0
0 ξ−12n
] Ξ−1n = ξ2k+1
 ξ2n 0
0 ξ−12n
 .
Per tant, G3,m = ΞnG2,m Ξ−1n .
Ara be´, si n > 2, vegem que G1,k i G3,k no poden ser conjugats.
Tenim que
 ξ2n 0
0 ξ−12n
 ∈ G1,k es projecta en b ∈ D2n, i tot element
de G3,k que es projecta en b e´s de la forma tξ2k+1
 ξ2n 0
0 ξ−12n
 amb
t ∈ C2m . Ara be´, tot element conjugat de
 ξ2n 0
0 ξ−12n
 tambe´ es
projecta en b, i te´ mateix determinant, e´s a dir, te´ determinant 1.
Donat que
det(t ξ2k+1
 ξ2n 0
0 ξ−12n
) = t2ξ22k+1 = t2ξ2k 6= 1
per a tot t ∈ C2m , dedu¨ım que G1,k i G3,k no so´n conjugats entre ells.
Pero`, si n = 2, G1,k i G3,k per k > 1 fixat, so´n conjugats donat que: 1 1
−1 1
 i 0
0 −i
 1 1
−1 1
−1 = −
 0 i
i 0
,
i
 1 1
−1 1
 0 i
i 0
 1 1
−1 1
−1 = −
 i 0
0 −i
 ,
i per tant, G3,k =
 1 1
−1 1
G1,k
 1 1
−1 1
−1
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2
Hem trobat doncs tots els grups finits minimals que projecten en D2n.
Per acabar aquesta seccio´, remarcar que els grups de SL2(C) antiimatges
per γ de D2n per n senar i parell respectivament so´n:
γ−1(D2n) =

〈−
 0 1
1 0
 ,
 ξn 0
0 ξ−1n
〉 = G1 si n e´s senar
〈
 0 i
i 0
 ,
 ξ2n 0
0 ξ2n−1
〉 = G0 si n e´s parell
Passem ara a la cerca dels grups minimals de GL2(C) que projecten en A4.
2.2.2 Grups finits de GL2(C) que projecten en A4
El resultat segu¨ent ens recull els grups que busquem:
Teorema 2.2.4 Els grups minimals de GL2(C), llevat de conjugacio´, que
projecten sobre A4 so´n:
A4
SL2 i Gr = C3r · {δ(a)a : a ∈ A4SL2}, per a r > 0
on δ : A4SL2 → C3 = (A4SL2)/(A4SL2)′ δ1−→ {1, ξ3r+1 , ξ3r+12} tal que
δ1(1) = 1, δ1(σ) = ξ3r+1 , δ1(σ
2) = ξ3r+1
2
i tenen cardinal 24 i 3r · 24 respectivament.
Remarca: Notem que A4SL2 i H0 = {δ(a)a : a ∈ A4SL2} so´n isomorfs, pero`
no conjugats, doncs com hem dit abans, la conjugacio´ conserva els determi-
nants i tots els elements de A4SL2 tenen o`bviament determinant 1, pero` en
canvi, per a a ∈ A4SL2 tal que δ(a) 6= 1, tenim que det(δ(a)a) 6= 1.
Prova: Abans de comenc¸ar la demostracio´ pro`piament, observem que ex-
isteix un u´nic grup maximal, Emax, tal que donat H ⊂ PGL2(C), satisfa`
pi(Emax) = H. Per qualsevol grup E ⊂ GL2(C) (finit o no finit) que tambe´
es projecti en H ⊂ PGL2(C), es te´ Emax = C∗ ·E = pi−1(H). En particular,
Emax = C∗ ·A4SL2 quan H = A4.
Per poder treballar co`modament, considerem el morfisme natural ex-
haustiu
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α : C∗ ×A4SL2 → C∗ ·A4SL2
(λ, a) 7→ λ · a
amb nucli {(1,
 1 0
0 1
), (−1,
 −1 0
0 −1
)} (A4SL2 ⊂ SL2(C)).
Considerem un grup minimal qualsevol G, G ⊂ C∗ · A4SL2 , i denotem els
grups
G+ = α−1(G) = {(λ, a) : λ · a ∈ G}
i {λ ∈ C∗ : (λ, 1) ∈ G+} = Ck per algun k ∈ N.
Com que pi(G) = A4 = pi(A4SL2), per a cada a ∈ A4SL2 existeix λ ∈ C∗ i
g ∈ G tal que g = λa. A me´s, per a tot β ∈ Ck, βg = (βλ)a ∈ G, el que
indueix a considerar l’aplicacio´
h : A4SL2 → C∗/Ck
a 7→ h(a) = λ mod Ck si (λ, a) ∈ G+
que e´s morfisme per ser G+ un subgrup de C∗ ×A4SL2 .
Notem que per a tot a, a′ ∈ A4SL2 ,
h([a, a′]) = h(a)h(a′)h(a)−1h(a′)−1 = 1,
i per tant, h factoritza a trave´s del quocient A4SL2/(A4SL2)′, que es pot
veure que e´s isomorg a C3, i podem escriure:
h : A4SL2 → C3 h1−→ C∗/Ck.
Ara doncs, es poden donar dos casos:
i) si h1 e´s trivial, llavors h tambe´ ho e´s i el grup {(1, a) : a ∈ A4SL2} ≡
A4
SL2 esta` contigunt en G+. Pero`, per la minimalitat de G, tenim
G = A4SL2 .
ii) si h1 no e´s trivial, escrivim k = 3r · n on (3, n) = 1, i tenim que per a
cada a ∈ A4SL2 , existeix (λ, a) ∈ G+ tal que λ3 ∈ C3r·n. Aixo` implica
que λ ∈ C3r+1·n, i com que C3r+1·n = C3r+1 · Cn ja que (3, n) = 1,
podem escriure λ = λ1 · λ2 amb λ1 ∈ C3r+1 i λ2 ∈ Cn ⊂ C3r·n. Ara,
donat que (βλ, a) ∈ G+ per a tot β ∈ C3r·n, prenem β = λ2−1 i dedu¨ım
que existeix doncs per a cada a ∈ A4SL2 , un element (λ′, a) ∈ G+ amb
λ′ ∈ C3r+1 .
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Per tant, tenim que G+ ∩ (C3r+1 × A4SL2) e´s un subgrup de G+ que
es projecta en A4. Per la minimalitat de G,
G+ ⊂ (C3r+1 ×A4SL2)
d’on dedu¨ım que C3r·n ⊂ C3r+1 i per tant, n = 1.
A me´s, com que C3r = {λ ∈ C∗ : (λ, 1) ∈ G+} ⊂ G+ i el morfisme
α|G+ : G+ → G e´s bijectiu, tenim que G e´s de la forma
C3r · {δ(a)a : a ∈ A4SL2}
on δ : A4SL2 → C3 δ1−→ {1, ξ3r+1 , ξ23r+1} per a alguna aplicacio´ δ1 que
exte´n el morfisme h1 : C3 → C3r+1/C3r ⊂ C∗/C3r .
Tenim dos possibles morfismes h1 no trivials que queden determinats
per a h11(σ) = ξ3r+1 i h
2
1(σ) = ξ
2
3r+1 on C3 = 〈σ〉, i per tant, dos
possibles grups de la forma que estem considerant.
Ara be´, donat que A4 e´s un subgrup normal de S4, si prenem un
element τ ∈ S4 \ A4 i considerem la seva conjugacio´ en el grup C3 =
A4/(A4)′, obtenim l’u´nic automorfisme no trivial de C3 = A4/(A4)′
que fa permutar les dues possibilitats per a h1.
Tenint en compte que (C3r+1 ·A4SL2) ⊂ (C3r+1 ·S4SL2), extenem τ pel
morfisme γ a un element τ ′ ∈ S4SL2 i obtenim que la conjugacio´ per τ ′
en C3 = A4SL2/(A4SL2)′ permuta efectivament les dues possibilitats
de h1 i fa que els dos possibles grups de la forma que considerem siguin
conjugats entre ells.
Per tant, nome´s cal que considerem els grups de la forma
Gr = C3r · {δ(a)a : a ∈ A4SL2}
amb δ1(1) = 1, δ1(σ) = ξ3r+1 i δ1(σ2) = ξ23r+1 , i de cardinal 3
r · 24.
Vegem que efectivament, aquests grups so´n minimals.
Per a r > 1, suposem que D e´s un subgrup de Gr tal que pi(D) =
A4 = pi(Gr). Sigui ara τ ∈ A4SL2 un element d’ordre 3, existeix
λ ∈ C3r × {±1} i d ∈ D tal que d = λδ(τ)τ on δ(τ) ∈ {ξ3r+1 , ξ23r+1}.
Per tant, d3 = λ3δ(τ)3 ∈ D ∩ C∗ te´ ordre 3r o 2 · 3ri doncs, C3r ⊂ D,
d’on D = Gr.
Pel que fa a r = 0, donat que A4 no te´ cap representacio´ fidel d’ordre
2 (es pot veure a partir de la seva taula de cara`cters), tenim que G0
e´s minimal, i isomorf pero` no conjugat a A4SL2 .
2
Hem trobat doncs els grups minimals de GL2(C), llevat de conjugacio´,
que projecten en A4, i per tant, tots els grups finits de GL2(C), llevat de
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conjugacio´, amb aquesta propietat. Busquem ara tots els grups finits de
GL2(C) que projecten en S4.
2.2.3 Grups finits de GL2(C) que projecten en S4
Un resultat semblant al de l’apartat anterior ens donara` la resposta al que
estem buscant.
Teorema 2.2.5 Els grups minimals de GL2(C), llevat de conjugacio´, que
projecten sobre S4 so´n:
Gr = C2r · {δ(a)a : a ∈ S4SL2}, per r > 0
on δ : S4SL2 → C2 = (S4SL2)/(S4SL2)′ δ1−→ {1, ξ2r+1} tal que
δ1(1) = 1, δ1(σ) = ξ2r+1
Aquests grups tenen cardinal 48 si r = 0 i 2r−1 · 48 si r > 1.
Remarca: Pel mateix argument que hem emprat pel cas anterior, per a A4,
G0 i G1 no so´n conjugats per tenir l’un tots els seus elements amb determi-
nant 1 i l’altre, no tots ells amb determinant 1.
Prova: Considerem un grup minimal G ⊂ C∗ · S4SL2 , i com en el cas
anterior, el grup G+ ⊂ C∗ × S4SL2 , antiimatge de G per l’aplicacio´
α : C∗ × S4SL2 → C∗ · S4SL2
(λ, a) 7→ λ · a
,
aix´ı com el grup c´ıclic {λ ∈ C∗ : (λ, 1) ∈ G+} = Ck per a algun k ∈ N.
El morfisme
h : S4SL2 → C∗/Ck
a 7→ h(a) = λ mod Ck si (λ, a) ∈ G+
factoritza pel quocient S4SL2/(S4SL2)′ que, es pot veure que e´s isomorf a
C2, d’on podem escriure
h : S4SL2 → C2 h1−→ C∗/Ck.
De nou, tenim dos casos possibles:
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i) si h1 e´s trivial, llavors {(1, a) : a ∈ S4SL2} ∼= S4SL2 esta` contingunt
en G+, i per la minimalitat de G, tenim G = S4SL2 , que te´ cardinal 48.
ii) si h1 e´s no trivial, posem k = 2r · n amb n senar. Per cada a ∈ S4SL2 ,
tenim (λ, a) ∈ G+ amb λ2 ∈ C2r·n, el que equival a λ ∈ C2r+1·n =
C2r+1 · Cn. Com que Cn ⊂ C2r·n i (β · λ, a) ∈ G+ per a tot β ∈ C2r·n,
tenim que per a cada a ∈ S4SL2 existeix (λ, a) ∈ G+ amb λ ∈ C2r+1 .
Aix´ı doncs, la interseccio´ G+ ∩ (C2r+1 × S4SL2) e´s un subgrup de G+
que tambe´ es projeta en S4, i per tant, per minimalitat de G, G+ ⊂
C2r+1 × S4SL2 i n = 1.
Posant ara δ : S4SL2 → C2 δ1−→ {1, ξ2r+1} amb δ1(1) = 1, i δ1(σ) = ξ2r+1
i tenint en compte que tot element de C2r+1 e´s de la forma ξi2r+1λ amb
i = 0, 1 i λ ∈ C2r , obtenim que G+ = {δ(a)λ, a) : a ∈ S4SL2 , λ ∈ C2r}
i per tant
G = C2r · {δ(a)a : a ∈ S4SL2} = Gr.
Aquests grups Gr tenen cardinal 2r−1 ·48 per a tot r > 0 i G0 = S4SL2
que te´ ordre 48 com G1.
La minimalitat d’aquests grups es fa de la mateixa manera que pel cas
anterior, veient que C2r esta` contingut dins de qualsevol subgrup D
de Gr que tambe´ es projecta en S4, i que per tant, D no pot ser altre
que el mateix Gr.
2
Fins ara, hem obtingut tots els grups minimals que projecten en D2n,
A4 i S4. Ens resta nome´s l’u´ltim cas per estudiar.
2.2.4 Grups finits de GL2(C) que projecten en A5
Per acabar, trobem els grups minimals que projecte en A5, que de fet, nome´s
existeix 1 com mostra el segu¨ent resultat.
Teorema 2.2.6 Si H = A5, l’u´nic subgrup minimal de GL2(C) que projecta
en A5, e´s ASL25 .
Prova: Sigui G ⊂ GL2(C) un subgrup minimal que projecta en A5. Notem
que pi(G′) = H ′ onG′ iH ′ so´n els subgrups derivats deG iH respectivament,
ja que d’una banda
pi([x, y]) = pi(x)pi(y)pi(x)−1pi(y)−1
= [pi(x), pi(y)] ∈ H ′
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i d’altra banda, per a qualsevols h1, h2 ∈ H, per l’exhautivitat de pi, exis-
teixen x, y ∈ G tals que pi(x) = h1 i pi(y) = h2 i doncs
[h1, h2] = pi(x)pi(y)pi(x)−1pi(y)−1
= pi([x, y]) ∈ pi(G′).
Com que (A5)′ = A5, tenim que pi(G′) = A5 i G′ e´s un subgrup de G. Per
la minimalitat de G, G = G′ i doncs G ⊂ SL2(C). Per tant, de nou per la
seva minimalitat, tenim que G ⊂ ASL5 i com que ASL5 e´s l’u´nic subgrup de
SL2(C) que projecta en A5, llavors G = ASL5 . 2
Havent trobat tots els grups minimals de GL2(C) per a cada grup finit
H de PGL2(C), ja tenim tots els grups finits de GL2(C), llevat conjugacio´,
per la proposicio´ 2.3.1. Per tant, l’objectiu del nostre projecte queda assolit.
Tot i aix´ı, com hem dit a la introduccio´ d’aquest cap´ıtol, el nostre problema
inicial tambe´ es podria haver resolt de la manera que explicarem tot seguit,
sense entrar en detalls en els u´ltims ca`lculs.
2.3 Extensions de grups
Com hem dit al principi del cap´ıtol, podem pensar en resoldre en nostre
problema trobant tots aquells grups E tals que la successio´
1→ Cn → E → G→ 1
e´s exacta amb G subgrup finit de PGL2(C), i n ∈ N. Aquesta cerca e´s de
fet coneguda com el problema d’extensio´: donats un grup abelia` A i un grup
qualsevol G tal que G actu´a sobre A, o el que e´s equivalent, tal que existeix
una aplicacio´ de G×A en A, (g, a) 7→ ga, que satisfa`:
1) 1a = a,
2) gg
′
a = g(g
′
a),
3) g(ab) = gagb,
per a tot a, b ∈ A i g, g′ ∈ G, el problema d’extensio´ consisteix en trobar
tots els grups E tals que la successio´
1→ A i−→ E pi−→ G→ 1 (2.1)
sigui exacta per algun morfisme injectiu i i algun morfisme exhaustiu pi.
En el nostre cas, veurem que ens interessara` resoldre el problema per a
extensions centrals, e´s a dir, per aquelles que satisfan que A ⊆ Z(E), i que
aquest fet, fa minvar la complexitat del problema.
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2.3.1 Relacio´ entre la classificacio´ d’extensions i el segon
grup de cohomologia H2(G,A)
Comencem donant unes definicions ba`siques per a l’estudi que ens proposem.
Definicio´ 2.3.1 Siguin A i G dos grups multiplicatius. Una extensio´ de
A per G, (E), e´s una successio´ exacta de la forma
(E)pi : 1→ A i−→ E pi−→ G→ 1
Remarca: D’ara endavant, el grup del mig de la successio´ 2.1, E, s’identi-
ficara` amb l’extensio´ que notarem (E)pi.
Definicio´ 2.3.2 Direm que dues extensions de A per G
(E)pi : 1→ A i−→ E pi−→ G→ 1
(E′)pi′ : 1→ A i
′−→ E′ pi′−→ G→ 1
so´n equivalents si existeix un isomorfisme ϕ : E → E′ que fa commutar el
diagrama
1 // A
i //
IdA

E
pi //
ϕ

G //
IdG

1
1 // A
i′ // E′
pi′ // G // 1
.
E´s immediat comprovar que aquesta relacio´ e´s d’equivale`ncia (es complex-
en les propietats reflexiva (ϕ = IdE), sime`trica (ϕ e´s un isomorfisme) i
transitiva (la composicio´ d’isomorfismes e´s un isomorfisme)), i per tant te´
sentit denotar E(G,A) com el conjunt de les extensions mo`dul la relacio´ que
acabem de definir, i E¯pi la classe d’equivale`ncia de l’extensio´ (E)pi.
Donem ara unes definicions essencials de teoria cohomolo`gica.
Definicio´ 2.3.3 Siguin A un grup abelia`, i G, un grup que actu´a sobre
A (denotem ga l’accio´ de G sobre A). Un 2-cocicle (cocicle, si no hi ha
confusio´ possible) e´s una aplicacio´
c : G×G→ A
que satisfa`
(i) c(x, y)c(xy, z) = xc(y, z)c(x, yz), ∀x, y, z ∈ G
(ii) c(1, x) = 1 = c(x, 1), ∀x ∈ G
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Remarca: Notem que la definicio´ de cocicle depe`n de l’accio´ de G en A, i
per tant, e´s imprescindible saber amb quina accio´ treballem per tal de poder
parlar de cocicles de G en A.
Definint el producte natural de cocicles
(c · c′)(x, y) = c(x, y) · c′(x, y),
e´s senzill veure que (c · c′) e´s de nou un cocicle i doncs podem denotar
Z2(G,A) com el grup dels 2-cocicles definits respecte una accio´ donada de
G sobre A, amb aquesta operacio´.
Notem que aquest grup e´s abelia` sempre i quan A ho e´s (en el nostre cas, ho
sera` sempre ja que A = Cn per algun n ∈ N e´s abelia`), tambe´ que l’element
neutre de Z2(G,A) e´s c(x, y) = 1 ∀x, y ∈ G, i finalment que l’invers de c e´s
c−1(x, y) = (c(x, y))−1 per tot x, y ∈ G.
Definicio´ 2.3.4 Amb els mateixos grups i accio´ de la definicio´ anterior,
sigui t una aplicacio´ de G en A amb t(1) = 1. Definim l’aplicacio´
δt : G×G→ A que anomenem 2-covora, de la forma:
δt(x, y) = xt(y)t(x)t(xy)−1,
que satisfa` la condicio´ de 2-cocicle.
El producte de dos covores (el definit per a 2-cocicles) do´na de nou una
covora, i doncs el conjunt de totes les 2-covores (covores) e´s un subgrup de
Z2(G,A) amb la operacio´ indu¨ıda i respecte la mateixa accio´ triada per a
la definicio´ de Z2(G,A), que denotem B2(G,A).
Aix´ı doncs, te´ sentit la segu¨ent definicio´:
Definicio´ 2.3.5 El quocient H2(G,A) = Z2(G,A)/B2(G,A), per A un
grup abelia` i un grup qualsevol G que actua sobre A, e´s el que s’anome-
na segon grup de cohomologia de G respecte A, i classifica els cocicles
de G en A mo`dul covores, ambdo´s definits respecte l’accio´ de G en A.
Fem un lligam doncs entre els conceptes d’extensions i el conceptes co-
homolo`gics, tot donant una u´ltima definicio´ i uns resultats interessants pel
nostre estudi.
Definicio´ 2.3.6 Sigui (E)pi : 1 → A i−→ E pi−→ G → 1 una extensio´. Una
seccio´ de pi e´s una aplicacio´ s : G→ E tal que
(i) s(1) = 1
(ii) pi ◦ s = IdG
Aquesta definicio´ ens ajudara` a determinar el grup E de l’extensio´
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(E)pi : 1→ A i−→ E pi−→ G→ 1
fixats A i G, l’accio´ de G sobre A, i donat el morfisme exhaustiu pi (la inclusio´
i la considerarem com la inclusio´ natural de A en E, e´s a dir, considerarem
que A e´s un subgrup de E que a me´s a me´s, e´s normal per ser nucli d’un
morfisme). Vegem doncs com determinar aquest grup E.
D’una banda podem considerar G ∼= E/A via el morfisme pi, tot remarcant
que les classes dels elements de E mo`dul A tenen un u´nic representant s(g)
per una seccio´ s de pi qualsevol ja que:
s(g)A = s(g′)A
⇒ s(g)s(g′)−1 ∈ A
⇒ pi(s(g)s(g′)−1) = 1
⇒ pi(s(g))pi(s(g′))−1 = 1
⇒ gg′−1 = 1
⇒ g = g′.
A me´s, la classe de qualsevol element x ∈ E e´s la mateixa que te´ com a repre-
sentant s(pi(x)) ja que pi(x·s(pi(x))−1) = pi(x)pi(s(pi(x))−1 = pi(x)pi(x)−1 = 1
⇒ x · s(pi(x))−1 ∈ kerpi = A.
Per tant, podem deduir que, com a conjunt,
E =
⋃
g∈GA · s(g)
on la unio´ e´s disjunta i A · s(g) = pi−1(g). D’aquesta manera, podem iden-
tificar E amb el producte cartesia` A×G com a conjunts.
Remarca: Me´s endavant sera` d’utilitat la igualtat de cardinals
|E| = |A| · |G|.
El nostre objectiu ara e´s resoldre el problema d’extensio´ amb A i G do-
nats i una accio´ de G en A fixada, e´s a dir, hem de trobar tots els possibles
grups centrals E de la successio´ (1). Acabem de veure quins so´n els ele-
ments de qualsevol grup central E, i ens resta veure quines so´n les possibles
operacions de grup d’aquest conjunt, que sera` el que ens donara` el resultat
que busquem.
Per intu¨ıcio´, podem pensar que aquesta operacio´ dependra` de la seccio´ s
triada, pero` ara veurem que, de fet, no depe`n d’ella sino de la classe de
cohomologia del 2-cocicle c que determina de la manera que exposem tot
seguit.
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Proposicio´ 2.3.1 Sigui (E)pi : 1→ A i−→ E pi−→ G→ 1 una extensio´,
s : G→ E una seccio´ de pi, i una aplicacio´ cE : G×G→ A definida per
cE(g, g′) = s(g)s(g′)s(gg′)−1.
Llavors:
1) l’aplicacio´ (g, a) 7→ ga = s(g)as(g)−1 e´s una accio´ de G en A que nome´s
depe`n de la classe d’equivale`ncia E¯pi de l’extensio´ (E)pi.
2) l’aplicacio´ cE ∈ Z2(G,A), on Z2(G,A) esta` definit amb l’accio´ de G en
A de 1), i la classe de cohomologia [cE ] queda un´ıvocament determinada per
la classe d’equivale`ncia E¯pi de (E)pi.
Prova:
1) E´s rutinari veure que l’aplicacio´ (g, a) 7→ ga = s(g)as(g)−1 satisfa` les
condicions de ser accio´ de G en A. Notem nome´s que efectivament
s(g)as(g)−1 ∈ A ja que A ∼= i(A) ∼= kerpi e´s un subgrup normal de E
per ser nucli del morfisme pi. Vegem doncs que aquesta accio´ nome´s
depe`n de la classe d’equivale`ncia de l’extensio´ (E)pi.
Sigui (E′)pi′ : 1 → A i−→ E′ pi
′−→ G → 1 una extensio´ equivalent a
(E)pi i s′ : G → E′ una seccio´ de pi′, llavors existeix un isomorfisme
φ : E → E′ tal que φ(a) = a ∀a ∈ A, i pi′ ◦ φ = pi. Aix´ı, tenim
que l’aplicacio´ φ ◦ s : G → E′ e´s una altra seccio´ de pi′ i doncs triant
s′ = φ ◦ s tenim:
s′(g)as′(g)−1 = φ(s(g))a(φ(s(g)))−1
= φ(s(g))φ(a)(φ(s(g)))−1
= φ(s(g)as(g)−1)
= s(g)as(g)−1
com vol´ıem veure.
2) Vegem ara que l’aplicacio´ cE(g, g′) = s(g)s(g′)s(gg′)−1 satisfa` les condi-
cions de cocicle amb l’accio´ de G sobre A definida en 1). Abans pero`
notem que cE ∈ A ja que
pi(s(g)s(g′)s(gg′)−1) = pi(s(g))pi(s(g′))pi(s(gg′)−1) = gg′(gg′)−1 = 1.
Vegem doncs la primera condicio´ de la definicio´ de cocicle:
cE(g, g′)cE(gg′, g′′) = s(g)s(g′)s(gg′)−1s(gg′)s(g′′)s(gg′g′′)−1
= s(g)s(g′)s(g′′)s(gg′g′′)−1
= s(g)[s(g′)s(g′′)s(g′g′′)−1]s(g)s(g)−1s(g′g′′)s(gg′g′′)−1
= gcE(g′, g′′)cE(g, g′g′′)
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per g, g′, g′′ ∈ G, i cE(1, g) = s(1)s(g)s(g)−1 = 1 = s(g)s(1)s(g)−1 =
c(g, 1) per tot g ∈ G, per tant, cE ∈ Z2(G,A), on Z2(G,A) esta` definit
respecte l’accio´ de G en A de 1).
Vegem ara que si prenem una extensio´ (E′)pi′ equivalent a (E)pi, el
cocicle cE′ que determina e´s cohomo`leg al cocicle cE determinat per
(E)pi.
Amb les mateixes notacions que per 1), sigui (E′)pi′ una extensio´ equiv-
alent a (E)pi per l’isomorfisme φ, i una seccio´ µ de pi′. Posem s′ = φ◦s.
Tenim cE(g, g′) = s(g)s(g′)s(gg′)−1, aplicant l’isomorfisme φ als dos
costats de la igualtat, tenim cE(g, g′) = s′(g)s′(g′)s′(gg′)−1 (doncs
φ(cE(g, g′)) = cE(g, g′) ∈ A). Com que µ e´s una altra seccio´ de pi′
tenim que pi′(µ(g)) = g = pi′(s′(g)) per tot g ∈ G, i per tant, exiteix
una aplicacio´ f : G→ A tal que µ(g) = f(g)s′(g) per tot g ∈ G (notem
que f(1) = 1). D’aqu´ı dedu¨ım que:
cE′(g, g′) = µ(g)µ(g′)µ(gg′)−1
= f(g)s′(g)f(g′)s′(g′)s′(gg′)−1f(gg′)−1
= f(g)[s′(g)f(g′)s′(g)−1][s′(g)s′(g′)s′(gg′)−1]f(gg′)−1
= f(g)gf(g′)cE(g, g′)f(gg′)−1
= (δf)cE(g, g′),
d’on cE′ e´s cohomo`leg a cE , i doncs, defineixen la mateixa classe de
cohomologia [cE ], com vol´ıem veure.
2
Aquesta proposicio´ ens esta` donant una accio´ i un cocicle concrets que
nome´s depenen de la classe d’equivale`ncia de l’extensio´ (E)pi, que, de fet,
ja e´s el que ens interessa doncs estem buscant tots els possibles grups E
llevat d’isomorfisme (dos extensions equivalents tenen grups del mig de la
successio´ isomorfs). Recordem que hem vist que E e´s, com a conjunt, A×G,
i ens queda trobar la operacio´ convenient per tal de definir-lo completament.
Despre´s de la proposicio´, podem pensar en triar la segu¨ent operacio´ en E
(a, g) · (a′, g′) = (a · ga′ · cE(g, g′), gg′).
Amb aquesta operacio´, e´s rutinari el veure que efectivament E resulta
ser un grup amb element neutre (1, 1) i on l’invers d’un element (a, g) e´s
(g
−1
(a−1cE(g, g−1)−1), g−1).
D’aquesta manera, acabem de trobar una operacio´ per al conjunt E de
la successio´ determinada per pi
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1→ A→ E pi−→ G→ 1
i de tota extensio´ equivalent a aquesta, que depe`n nome´s del 2-cocicle cE
determinat per una seccio´ de pi, i que dota finalment a E de l’estructura de
grup.
Havent definit doncs el grup E d’aquesta forma, podem demostrar el
segu¨ent teorema, clau per a la finalitat del nostre estudi.
Teorema 2.3.1 Si G actua sobre A per l’accio´ definida en la proposicio´
2.1.1, i H2(G,A) e´s el segon grup de cohomologia definit respecte aquesta
accio´, llavors l’aplicacio´
E(G,A) → H2(G,A)
E¯ 7→ [cE ]
e´s una bijeccio´.
Prova: Vegem primerament la seva injectivitat.
Siguin (E)pi : 1→ A i−→ E pi−→ G→ 1 i (E′)pi′ : 1→ A i−→ E′ pi
′−→ G→ 1 dues
extensions, i s i s′ les seccions de pi i pi′ respectivament, que defineixen els
dos cocicles cE i cE′ cohomo`legs. Existeix doncs una aplicacio´ f : G → A
amb f(1) = 1 tal que cE′ = (δf)cE i e´s fa`cil comprovar que l’aplicacio´
ψ : E → E′
(a, g) 7→ (af(g)−1, g)
e´s un isomorfisme entre E i E′ (definits amb la operacio´ que hem dit abans)
tal que ψ((a, 1)) = a per tot a ∈ A i (pi′ ◦ ψ)(a, g) = g = pi(a, g) per tot
(a, g) ∈ E. Per tant, (E)pi i (E′)pi′ so´n equivalents i la injectivitat queda
provada.
Pel que fa a l’exhaustivitat, prenem qualsevol representant c d’una classe
de cohomologia, [c] ∈ H2(G,A). Definim el producte en el conjunt
E = A × G de la forma (a, g) · (a′, g′) = (a · ga′ · c(g, g′), gg′) com hem dit
abans, i prenem la projeccio´ pi(a, g) = g com a morfisme exhaustiu que te´
com a nucli {(a, 1) : a ∈ A} ∼= A. Tenim doncs l’extensio´
(E)pi : 1→ A i−→ E pi−→ G→ 1
on i(a) = (a, 1) per tot a ∈ A. Ens resta veure que l’accio´ de G en A e´s
efectivament l’accio´ definida en la proposicio´ 2.1.1, i que el cocicle tambe´ e´s,
en efecte, el determinat en aquesta mateixa proposicio´.
Prenent s(g) = (1, g) per tot g ∈ G com a seccio´ de pi, tenim d’una banda
s(g)(a, 1)s(g)−1 = (1, g)(a, 1)(1, g)−1 = (ga, 1) per tot g ∈ G i a ∈ A, el
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que desmostra el primer punt, i per altra banda, s(g)s(g′) = (1, g)(1, g′) =
(c(g, g′), gg′) = (c(g, g′), 1)(1, gg′) = (c(g, g′), 1)s(gg′), com vol´ıem veure. 2
Aix´ı doncs, el nostre problema que consisteix en trobar tots els grups E
possibles per a la successio´ (1) llevat d’isomorfisme es pot intentar resoldre
calculant els segons grups de cohomologia H2(G,A), on A e´s un grup c´ıclic
qualsevol, Cn (subgrup finit de C∗), i G e´s un subgrup finit de PGL2(C), e´s
a dir, haurem de trobar els segu¨ents grups:
- H2(Cm, Cn) per n,m ∈ N qualsevols,
- H2(D2m, Cn) per n,m ∈ N qualsevols,
- H2(A4, Cn) per n ∈ N qualsevol,
- H2(S4, Cn) per n ∈ N qualsevol,
- H2(A5, Cn) per n ∈ N qualsevol,
que seran els que ens donaran tots els subgrups finits de GL2(C), objectiu
del nostre projecte.
En el nostre cas pero`, tenim una condicio´ adicional, i e´s que el grup A esta`
inclo`s en el centre del grup E, ja que A e´s un subgrup de C∗ = Z(GL2(C))
i per tant, o`bviament, esta` inclo`s en Z(E) on E e´s un subgrup de GL2(C).
Considerant aquest punt, tenim que l’accio´ que hem definit en la proposicio´
2.1.1, ga = s(g)as(g)−1, e´s de fet l’accio´ trivial, i per tant, la operacio´ en
E = A×G que considerarem en el nostre estudi esdeve´
(a, g) · (a′, g′) = (a · a′ · c(g, g′), gg′).
A me´s, observem que si A i G so´n abelians, tenim que el grup E amb la
operacio´ que acabem de definir e´s abelia` si i nome´s si c(g, g′) = c(g′, g) per
tot g, g′ ∈ G. Quan un cocicle satisfa` aquesta condicio´ es parla de cocicle
sime`tric, i com e´s evident, el producte de cocicles sime`trics e´s un cocicle
sime`tric, i aquests formen el subgrup Ext(G,A) de H2(G,A).
2.3.2 Multiplicadors de Schur i teorema dels coeficients uni-
versals
Expliquem ara una manera possible de fer el ca`lcul dels grups de cohomolo-
gia que necessitem. Abans pero`, donem tres definicions essencials pel que
segueix.
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Siguin G1 i G2 dos grups qualsevols. Si tenim un morfisme γ : G2 → G1
i un cocicle c ∈ H2(G1, A), podem considerar l’aplicacio´
c′(x, y) = c(γ(x), γ(y)) ∀x, y ∈ G2
i veure fa`cilment que e´s de fet un cocicle de G2 en A.
Dos casos concrets pel morfisme γ donen lloc a les dues definicions
segu¨ents.
Definicio´ 2.3.7 Per γ : G2 ↪→ G1, el morfisme
H2(G1, A) → H2(G2, A)
[c] 7→ [c|G2 ]
s’anomena morfisme de restriccio´ i el denotem ResG1,G2.
Remarca: E´s rutinari el veure que
c|G2 : G2 ×G2 → A
(h, h′) 7→ c(h, h′)
e´s efectivament un cocicle de G2 en A.
Definicio´ 2.3.8 Per γ : G1 → G1/G2, l’aplicacio´ donada abans
H2(G1/G2, A) → H2(G1, A)
c 7→ c′
e´s de fet un morfisme que anomenem morfisme d’inflacio´ i denotem Infγ.
Sigui ara una extensio´ central 1 → G2 → E pi−→ G1 → 1 i una seccio´,
s, qualsevol de pi. Definim el cocicle c : G1 × G1 → G2 de forma que
c(x, y) = s(x)s(y)s(xy)−1. Donat un morfisme χ ∈ Hom(G2, A), e´s senzill
veure que χ ◦ c ∈ Z2(G1, A) i que la seva classe de cohomologia no depe`n de
la seccio´ s triada.
Definicio´ 2.3.9 L’aplicacio´
Hom(G2, A) → H2(G1, A)
χ 7→ [χ ◦ c]
e´s un morfisme que s’anomena morfisme de transgressio´ i que denotem
Tra.
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Amb aquestes definicions, podem exposar el teorema essencial en la nos-
tra cerca, anomenat Teorema dels Coeficients Universals.
Teorema 2.3.2 Per cada c ∈ H2(G,A), denotem
ψ(c) : A∗ → M(G)
χ 7→ [χ ◦ c]
a l’aplicacio´ de trangressio´, on A∗ = Hom(A,C∗), M(G) = H2(G,C∗), i
φ : Ext(G/G′, A)→ H2(G,A)
a la restriccio´ de la inflacio´ H2(G/G′, A)→ H2(G,A), c 7→ C, tal que
C(x, y) = c(xG′, yG′)∀x, y ∈ G. Llavors, la successio´
1→ Ext(G/G′, A) φ−→ H2(G,A) ψ−→ Hom(A∗,M(G))→ 1
e´s exacta.
Prova: Cap´ıtol 2 de [7].
Els grups de cohomologia M(G) = H2(G,C∗) s’anomenen multiplicadors
de Schur. Tenint en compte el nostre objectiu, volem cone`ixer aquests grups
pels casos en que G = Cm, D2n, A4, S4 i A5.
En l’article, U¨ber die Darstellung der symmetrischen und der endlichen
Gruppen durch gebrochene lineare Substitutionen, I. Schur (1911), es pot
veure que els multiplicadors del nostre intere`s so´n exactament:
M(Cm) = {1}
M(D2n) =
 {1} si n e´s senarC2 si n e´s parell
M(A4) = M(S4) = M(A5) = C2
i com que per A = Cn on n ∈ N tenim que A∗ = Hom(Cn,C∗) = Cn,
obtenim els grups
Hom(Cn,M(G)) =

{1} si G = Cm
{1} si G = D2n i n e´s senar
C2 si G = D2n i n e´s parell
C2 si G = A4, S4, A5
D’altra banda, calculem els subgrups derivats dels nostres grups G.
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- Per G = Cm, o`bviament (Cm)′ = {1}, d’on
Cm/(Cm)′ = Cm.
- Per G = D2n = 〈s, t : s2 = tn = stst = 1〉, tots els seus elements
so´n de la forma ti o be´ sti amb i ∈ {0..n − 1}. Per tant, els elements
commutadors so´n tambe´ de la forma:
[ti, tj ] = 1 [sti, tj ] = t−2j [tj , sti] = t2j [sti, stj ] = t2(j−i)
d’on dedu¨ım que D′2n = 〈t2〉.
Si n e´s parell, l’ordre de t2 e´s ord(t)/(n, 2) = n/2 i per tant, D′2n =
Cn/2.
Si n e´s senar, l’ordre de t2 e´s n i per tant, D′2n = Cn.
Aix´ı doncs, el quocient d’un grup diedral pel seu commutador e´s
D2n/(D2n)′ =
 C2 × C2 si n e´s parellC2 si n e´s senar ,
- Per G = A4, sabem que (A4)′ = V4 que e´s el grup de Klein format per
les parelles de transposicions (12)(34), (13)(24), (14)(23) i el neutre,
d’on
A4/(A4)′ = C3.
- Per G = S4, tenim (S4)′ = A4, d’on
S4/(S4)′ = C2.
- Per G = A5, com que e´s un grup simple no abelia`, (A5)′ = A5, d’on
A5/(A5)′ = {1}.
Observem que tots els casos excepte el del diedral D2n amb n parell, tenen
quocient c´ıclic, i que per tant, Ext(G/G′, Cn) = H2(G/G′, Cn) doncs tot
grup E de la successio´ exacta 1 → Cn → E → G/G′ → 1 e´s un grup
abelia` segons el primer apartat d’aquest segon cap´ıtol. Emprant el resultat
final de l’apartat 2.1 i fent la corresponde`ncia entre extensions i classes
de cohomologia, podrem obtenir els grups Ext(G/G′, Cn) que busquem. I
doncs, usant el Teorema dels Coeficients Universals, obtenim el segon grup
de cohomologia H2(G,Cn) per G = Cm, D2n, A4, S4, A5 i m,n ∈ N com
vol´ıem.
Aquests so´n doncs els passos que es podrien seguir per tal de resoldre
el nostre problema inicial amb una estrate`gia diferent a la que hem exposat
nosaltres amb detall.
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Resum i conclusio´
La classificacio´ realitzada en el cap´ıtol 1 ens ha proporcionat un ventall
de resultats a partir dels quals hem pogut obtenir els subgrups finits de
GL2(C) llevat de conjugacio´. Les taules que segueixen, recullen els resultats
obtinguts per a cadascun dels casos, excepte per al cas c´ıclic, en el qual tots
els subgrups finits de GL2(C) que projecten en un grup c´ıclic so´n subgrups
finits de C∗ × C∗.
• H = D2n i n e´s senar
cardinal nombre de minimals so´n conjugats?
2n 2 s´ı
2kn, k > 1 1 -
• H = D2n i n > 2 e´s parell
cardinal nombre de minimals so´n conjugats?
4n 1 -
2k+1n, k > 1 3 dos d’entre ells
• H = D4
cardinal nombre de minimals so´n conjugats?
8 1 -
2k+2, k > 1 3 tots
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• H = A4
cardinal nombre de minimals so´n conjugats?
24 2 no
3k · 24, k > 1 1 -
• H = S4
cardinal nombre de minimals so´n conjugats?
48 2 no
2k−1 · 48, k > 2 1 -
• H = A5
cardinal nombre de minimals so´n conjugats?
120 1 -
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